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1 Formulės

Apibrėžimas:n-viečiu predikatuaibėjeM vadiname funkcijąP : Mn → {t, f}. Aibė
M vadinamaindividinių konstantųaibe.

Predikatinis kintamasisyra predikatas (ne koks nors konkrečiai, o apskritai).
Formul̇eapibṙežiama taip:

1. P – formul̇e, jeiP yra predikatinis kintamasis.

2. ¬F – formul̇e, jeiF – formul̇e.

3. (F &G), (F ∨G), (F → G) yra formul̇es, jeiF ir G yra formul̇es.

4. ∀xF , ∃xF (skaitoma „visiemsx“, „egzistuojax“) yra formulės, jeiF yra for-
mulė.

5. 2F , 3F (skaitoma „b̄utinaiF “, „galbūt F “) yra formulės, jeiF yra formul̇e.

Punktai 1–4 apibṙežia predikatu˛ logiką, 1–5 — modalumo logiką.
2F , 3F galima interpretuoti įvairiai, pvz., „visada“/„kartais“, „visur“/„kai kur“.

Semantika nusakoma aksiomomis, pvz.,2F → F , F → 3F .
Ateityje dar bus laiko logika:�F („kitas F “).
∀, ∃ vadinamikvantoriais, 2, 3 – operatoriais.
Sąvokos:

• kvantoriųbei operatoriu˛ veikimo sritis

• operatoriausįeitis (angl. occurrence)

• įeities veikimo sritis

• laisvoji ir suvaržytoji individinio kintamojo įeitis (suvaržytoji – jei patenka į
atitinkamo kvantoriaus veikimo sritį). Kad b̄utų paprašciau, tarkime, jog reiš-
kiniai a la∀x(P (x) &∃xQ(x)) nelegal̄us.

Formul̇e vadinamauždaraja, jei ji neturi laisvųkintamųjų įeičių.
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2 Semantika

Strukt̄ura (arbainterpretacija) yra rinkinys

S = 〈M ;Q1, . . . , Qn;x1, . . . , xm〉

kur M – individinių konstantųaibė,Qi – predikatai,xj – konkret̄usM elementai.
Formul̇e F yra įvykdoma strukt̄uroje S, jei pakeitę formul̇eje predikatus įQi, o

laisvus kintamuosius įxj turime teisingą formulę.
Pvz.: ∀x∀y∀z((P (x, y)&P (y, z)) → P (x, z))) yra įvykdoma strukt̄uroje S =

〈R;x < y〉.
Pvz.:∀x∃y(P (x, y) &¬∀zP (z, z)) yra įvykdoma strukt̄urojeS = 〈N ;x < y〉.
Pvz.: Q(x, x, x) yra įvykdoma strukt̄uroje S = 〈Z;x = y = z; 0〉 arbaS =

〈R;x2 + y2 = z2; 0〉.
Pvz.: ∀xP (x, y) → ∃zR(y, z, z) yra įvykdoma strukt̄urojeS = 〈R;x > y, x =

y = z; 0〉.
Formul̇eF yra įvykdoma, jei egzistuoja strukt̄ura, kurioje ji yra įvykdoma.
(Bendru atveju neįmanoma algoritmiškai nustatyti, ar formulė įvykdoma.)
Formul̇eF yra tapačiai teisinga, jei ji įvykdoma visose strukt̄urose.
Formul̇esF ir G yraekvivalenčios(F ≡ G), jei su kiekviena strukt̄ura jos yra kartu

teisingos arba kartu klaidingos.
(Beje, ne visose logikose¬¬F ≡ F ).

3 Modalumo logikos semantika

S. Kripkesemantika:
S = 〈M,R,V〉

kurM – galimųpasauliųaibė,R – dvivietis predikatas (sąryšis) aibėjeM (rodo iš kurių
pasauliųį kuriuos galima patekti),V – interpretacijųaibė (priklauso nuo pasaulio).

Fiksuojame pasaulįα ∈ M . V suteikia reikšmes visiem loginiams kintamiesiems
šiame pasaulyje.

1. JeiF – loginis kintamasis, formulė teisinga tada, kai ji teisinga pasaulyjeα.

2. JeiF = ¬G, formulė teisinga tada, kaiG klaidinga pasaulyjeα.

3. JeiF = G &H, formulė teisinga tada, kai irG ir H teisingos pasaulyjeα.

4. JeiF = G ∨H, formulė teisinga tada, kai bent viena išG, H teisinga pasaulyje
α.

5. Jei F = G → H, formulė teisinga tada, kaiG teisinga arbaH klaidinga
pasaulyjeα.

6. Jei F = 2G, formulė teisinga tada, kaiG teisinga visuose pasauliuoseα′,
kuriemsR(α, α′) = t.

7. JeiF = 3G, formulė teisinga tada, kai atsiras bent vienas pasaulisα′, toks, kad
R(α, α′) = t ir G teisinga pasaulyjeα′.
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Formul̇e F yra įvykdoma, jei egzistuoja tokia strukt̄ura 〈M,R,V〉 ir pasaulisα ∈
M , kadF įvykdoma pasaulyjeα.

Formul̇e F yra tapačiai teisinga, jei ji teisinga bet kurios strukt̄uros kiekviename
pasaulyje.

Formul̇eF yratapačiai klaidinga, jei ji klaidinga bet kurios strukt̄uros kiekviename
pasaulyje.

Pvz.:F = 2p. M – pasaulio šalys.R(x, y) = t tada ir tik tada, kai valstyḃesx ir y
turi bendrą sieną.p – teiginys „sausis yra šalčiausias ṁenuo“. Pasaulyjeα = LietuvaF
prasṁe yra „visose Lietuvos kaimyṅese sausis – šalčiausias ṁenuo“. Šiame pasaulyje
F yra teisinga, o pvz., pasaulyje „Kongas“ ji yra klaidinga.

Pvz.: F = p → 22p, M – sveikųjų skaǐcių aibė, R(x, y) = t tada ir tik tada,
kai y = x + 1, p – „pasaulis nusakomas neigiamu skaičiumi“. Kai α = −1, p = t,
22p = f , o formul̇eF klaidinga. (22p prasṁe yra daugmaž arα + 2 < 0, ar ne.)

Formul̇es F projekcija pr(F ) gaunama išbraukus išF visas modalumo logikos
operatoriųįeitis.

Pvz.:F = p → 23(q ∨2r), tadapr(F ) = p → (q ∨ r).
Jeipr(F ) nėra tapǎciai teisinga, taiF taip pat ṅera tapǎciai teisinga (bet ne atvir-

kščiai).
pr(F ) ekvivalentiF kai M = {α} ir R(α, α) = t.
Pvz.: M = Z, R(x, y) = (y = x + 1) ∨ (y = x + 2), p – „pasaulis – lyginis

skaǐcius“, q = ¬p. Pasaulyje 22(p ∨ q) = t, 2p = f , 2q = f .
Formul̇esF transformacija į teiginiu˛ logiką žymima[F ]τ ir skaǐciuojama pagal šias

taisykles:

[2F ]τ = ∀v(R(τ, v) → [F ]v)
[3F ]τ = ∃v(R(τ, v) &[F ]v)
[¬F ]τ = ¬[F ]τ

[F &G]τ = [F ]τ &[G]τ
[F ∨G]τ = [F ]τ ∨ [G]τ

[F → G]τ = [F ]τ → [G]τ
[p]τ = P (τ)

Pvz.:

[23p]τ = ∀v(R(τ, v) → ∃u(R(v, u)&P (u))),

[2p → 3(q ∨3r)]τ = ∀v
(
R(τ, v) → P (τ)

)
→

∃v
(
R(τ, v) &

(
Q(v) ∨ ∃u(R(v, u)&Z(u))

))
.

NB norint, kad formul̇e b̄utų teisinga ir pǎciame pasaulyje, reikia, kadR būtų re-
fleksyvus, t.y.R(x, x) = t. Tai galima nusakyti aksioma2p → p.

Jei norimeR tranzityvumo, t.y.∀x∀y∀z((R(x, y) &R(y, z)) → R(x, z)), galime
tai užrašyti aksioma2p → 22p.

4 Hilberto tipo skai čivimas

Nagriṅesime modalumo logikas, kuriose perėjimo funkcijaR(x, y) tenkina tam tikrus
apribojimus. Du baziniai apribojimai, tinkantys visiems taikymams:
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• refleksyvumas, t.y.∀xR(x, x)

• tranzityvumas, t.y.∀x∀y∀z((R(x, y) &R(y, z)) → R(x, z))

Kaip patikrinti formul̇es F tapatų teisingumą? Vien tik strukt̄uros apibṙežimo
nepakanka – visu˛ strukt̄urų neišrašysim, ten jau nebeskaiti aibė. Vienas (vieninṫelis
iš žinomų) būdų – įvairūs formal̄us skaǐciavimai, kuriose įrodomos tik ir tik tapačiai
teisingos formul̇es. Tuomet galime ieškoti įrodymo kuriame nors skaičiavime.

Yra sugalvoti trys skaičiavimai: Hilberto tipo, sekvenciniai ir rezoliuciju˛. Juos
galima pritaikyti įvairioms logikoms (klasikinei, predikatu˛, modalumo, laiko).

Hilberto tipo skaǐciavime naudojama tokia aksiomu˛ sistema (A,B, C – formul̇es):

1.1 A → (B → A)

1.2 (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C))

2.1 (A &B) → A

2.2 (A &B) → B

2.3 (A → B) → ((A → C) → (A → (B &C)))

3.1 A → (A ∨B)

3.2 B → (A ∨B)

3.3 (A → C) → ((B → C) → ((A ∨B) → C))

4.1 (A → B) → (¬B → ¬A)

4.2 A → ¬¬A

4.3 ¬¬A → A

5.1 2(A → B) → (2A → 2B)

5.2 2A → A (refleksyvumas)

5.3 2A → 22A (tranzityvumas).

Aksiomos 1.1–4.3 aprašo teiginiu˛ logiką, 5.1–5.3 prideda modalumo logiką Kadangi
3A ≡ ¬2¬A, o 2A ≡ ¬3¬A, tad aksiomu˛ pakanka.

Hilberto tipo skaǐciavime yra dvi taisykl̇es:

1. MP – modus ponens:
A,A → B

B

2. AT:
A

2A

Teiginių logikai pakanka vienos modus ponens taisyklės. Modalumo logikai reikia ir
antros.

Formul̇esF išvedimas̀ F – baigtiṅe formuliųsekaF1, . . . , Fn, kad

1. Fn = F ir

2. ∀i arbaFi – aksioma, arba ji gauta pagal kurią nors taisykle iš kairiau esančių
formulių.
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Hilberto skaǐciavimas – bazinis, patogus teoriniams samprotavimams, o ne prak-
tiniam naudojimui.

Pvz.: Įrodykime, kad̀ A → 3A, kitaip tariant, kad̀ A → ¬2¬A.

1. 2¬A → ¬A (aksioma 5.2)

2. (2¬A → ¬A) → (¬¬A → ¬2¬A) (aksioma 4.1)

3. ¬¬A → ¬2¬A arba¬¬A → 3A (MP iš 1 ir 2)

4. A → ¬¬A (aksioma 4.2)

5. A → 3A (implikacijos tranzityvumas, kurį reiktu˛ sunkiai ir ilgai įrodiṅeti remi-
antis aksioma 1.2)

5 Sekvencinis skaǐciavimas

Sekvencijayra reiškinysΓ ` ∆, kur Γ,∆ – (galb̄ut tuš̌cios) baigtiṅes formuliųaibės
(formulių tvarka nesvarbi).

Aksioma:
Γ1, A, Γ2 ` ∆1, A, ∆2

Taisykl̇es:

1.
A,Γ ` ∆

Γ ` ∆,¬A

2.
Γ ` ∆, A

¬A,Γ ` ∆

3.
A,B,Γ ` ∆

A &B,Γ ` ∆

4.
Γ ` ∆, A Γ ` ∆, B

Γ ` ∆, A &B

5.
A,Γ ` ∆ B,Γ ` ∆

A ∨B,Γ ` ∆

6.
Γ ` ∆, A, B

Γ ` ∆, A ∨B

7.
A,Γ ` ∆, B

Γ ` ∆, A → B

8.
Γ ` ∆, A B,Γ ` ∆

A → B,Γ ` ∆

Išvedimas turi medžio pavidalą: pradedam iš apačios (nuo šaknies)Γ ` ∆ ir keli-
aujam aukštyn. Sekvencija yraišvedama, jei visos šakos baigiasi aksiomomis.

Bet kokiai tapǎciai teisingai formuleiF atsiras išvedimas̀ F .
Kiekviena taisykl̇e panaikina vieną loginę operaciją, tad medžio gylis ribotas.
Pvz.:` (A &B) → (A ∨B)

A,B ` A,B

A &B ` A,B

A &B ` A ∨B
` (A &B) → (A ∨B)

Kitas pvz:

B → C,A ` A,C
B,A ` B,C B, C,A ` C

B,B → C,A ` C

A → B,B → C,A ` C

A → B,B → C ` A → C

A → B ` (B → C) → (A → C)
` (A → B) → ((B → C) → (A → C))
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Dar vienas pvz:

(B & C)→D,A,B`C & D,A ...
B→C,(B & C)→D,A,B`C & D

A→(B→C),(B & C)→D,A,B`C & D
A→(B→C),(B & C)→D,A & B`C & D

kur

(B & C)→D,A,B`C & D,B
A,B,C,(B & C)→D`C ...

A,B,C,(B & C)→D`D
C,(B & C)→D,A,B`C & D

B→C,(B & C)→D,A,B`C & D

kur
A,B,C`B A,B,C`C

A,B,C`B & C
A,B,C,D`D

A,B,C,(B & C)→D`D

Ir dar vienas
B,A ` C,D,B

B ` C,D,A → B
C,B ` C,D

(A → B) → C,B ` C,D

(A → B) → C,B ` C ∨D

(A → B) → C,¬(C ∨D), B `

Ilgą laiką nebuvo sekvencinio skaičiavimo pritaikymo modalumo logikai. Štai pa-
pildomos taisykl̇es:

9.
F,2F,Γ ` ∆
2F,Γ ` ∆

10.
2Γ ` F

Σ,2Γ ` ∆,2F

kur 2Γ – visos formul̇es, kurios prasideda operatoriumi2; Σ – visos kitos for-
mulės. Taisykles operatoriui3 galima išsivesti.

Išvedimas suḋetingesnis, nes galima vienu keliu patekti į aklavietę, teks grįžti ir
bandyti kitaip.

Pvz.:
p, q,2(p & q) ` p

(p & q),2(p & q) ` p

2(p & q) ` p

2(p & q) ` 2p

p, q,2(p & q) ` q

(p & q),2(p & q) ` q

2(p & q) ` q

2(p & q) ` 2q

2(p & q) ` 2p &2q

Pvz.:
2¬(A ∨2¬A), A ` A,2¬A

2¬(A ∨2¬A), A ` (A ∨2¬A)
2¬(A ∨2¬A), A,¬(A ∨2¬A) `

2¬(A ∨2¬A), A `
2¬(A ∨2¬A) ` ¬A

2¬(A ∨2¬A) ` A,2¬A

2¬(A ∨2¬A) ` (A ∨2¬A)
¬(A ∨2¬A),2¬(A ∨2¬A) `

2¬(A ∨2¬A) `
` ¬2¬(A ∨2¬A)

NB 3A ≡ ¬2¬A.
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Pabandykim įrodyti ekvivalentumus:

22A ≡ 2A

23A ≡ 3A

23A ≡ 2A

2A,22A ` 2A

22A ` 2A

2A ` 2A

2A ` 22A

¬2¬A,2¬2¬A ` ¬2¬A

2¬2¬A ` ¬2¬A

neišeina
¬2¬A ` 2¬2¬A

neišeina
2¬2¬A ` 2A

A,2A,2¬A ` A

A,¬A,2A,2¬A `
2A,2¬A `
2A ` ¬2¬A

2A ` 2¬2¬A

6 Kvantorin ė modalumo logika

Priminisime sekvencinio skaičiavimo taisykles modalumo logikos operatoriams:

9.
F,2F,Γ ` ∆
2F,Γ ` ∆

10.
2Γ ` F

Σ,2Γ ` ∆,2F

kvantoriṅe modalumo logika papildo jas šiomis:

11.
Γ ` ∆, F (z)

Γ ` ∆,∀xF (x)
kur z yra naujas kintamasis (nesutinkamas niekur kitur).

12.
Γ ` ∆, F (u),∃xF (x)

Γ ` ∆,∃xF (x)
čiau – bet koks laisvas kintamasis.

13.
F (u),∀xF (x),Γ ` ∆

∀xF (x),Γ ` ∆
čiau – bet koks laisvas kintamasis.

14.
F (z),Γ ` ∆
∃xF (x),Γ ` ∆

kur z yra naujas kintamasis (nesutinkamas niekur kitur).

Pvz.:
A(u),∀xA(x) ` A(u),∃xA(x)

A(u),∀xA(x) ` ∃xA(x)
∀xA(x) ` ∃xA(x)

` ∀xA(x) → ∃xA(x)
o

A(z1) ` A(z2)
A(z1) ` ∀xA(x)
∃xA(x) ` ∀xA(x)

` ∃xA(x) → ∀xA(x)
arba

A(z1) ` A(z2)
∃xA(x) ` A(z2)
∃xA(x) ` ∀xA(x)

` ∃xA(x) → ∀xA(x)

neišvedama.
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Pvz.:
A(a, b),∀yA(x, y) ` A(a, b),∃xA(x, b)

A(a, b),∀yA(x, y) ` ∃xA(x, b)
∀yA(a, y) ` ∃xA(x, b)
∀yA(a, y) ` ∀y∃xA(x, y)
∃x∀yA(x, y) ` ∀y∃xA(x, y)

` ∃x∀yA(x, y) → ∀y∃xA(x, y)

Pvz.:
A(b, a),∀y∃xA(x, y) ` A(b, c),∃x∀yA(x, y)

A(b, a),∀y∃xA(x, y) ` ∀yA(b, y),∃x∀yA(x, y)
A(b, a),∀y∃xA(x, y) ` ∃x∀yA(x, y)

∃xA(x, a),∀y∃xA(x, y) ` ∃x∀yA(x, y)
∀y∃xA(x, y) ` ∃x∀yA(x, y)

neišvedama.
Ar ∀x2A(x) ≡ 2∀xA(x)?

neįrodoma
A(a),2A(a) ` A(b)

2A(a) ` A(b)
2A(a) ` ∀xA(x)

2A(a),∀x2A(x) ` 2∀xA(x)
∀x2A(x) ` 2∀xA(x)

A(a),∀xA(x),2∀xA(x) ` A(a)

∀xA(x),2∀xA(x) ` A(a)
2∀xA(x) ` A(a)

2∀xA(x) ` 2A(a)
2∀xA(x) ` ∀x2A(x)

Ar 3∃xP (x) ≡ ∃x3P (x)?

neįrodoma
` ¬∃xP (x)

` 2¬∃xP (x),∃x¬2¬P (x)
¬2¬∃xP (x) ` ∃x¬2¬P (x)

P (z),2¬∃xP (x) ` P (z),∃xP (x)

P (z),2¬∃xP (x) ` ∃xP (x)
P (z),¬∃xP (x),2¬∃xP (x) `

2¬∃xP (x) ` ¬P (z)
2¬∃xP (x) ` 2¬P (z)

¬2¬P (z) ` ¬2¬∃xP (x)
∃x¬2¬P (x) ` ¬2¬∃xP (x)

7 Reoliucijų tipo metodai

Kaip patikrinti, ar iš formuliųF1, . . . ,Fn seka formul̇eF? Užrašome reiškinio

F1 & . . .&Fn &¬F

normalinę konjunkcinę formąS = {D1, . . . , Dk}, kur Di – disjunktai (literųdis-
junkcija; litera yra arba loginis kintamasis, arba jo neiginys). Taisyklė

p ∨D′,¬p ∨D′′

D′ ∨D′′

Jei ją taikydami gauname apačioje tuš̌cią reiškinį (žymima⊥), įrodyta.
Pvz.: Įmoṅeje yra trys cechai: A, B ir C, susitarę dėl projektųtvirtinimo tvarkos.

Jei cechas B nedalyvauja, tai nedalyvauja ir A tvirtinant projektą. Jei B dalyvauja, tai
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kartu dalyvauja ir A, ir C. Klausimas: ar privalo cechas C dalyvauti tvirtinant projektą,
kai tvirtina A?

Kitais žodžiais tariant, ar iš¬B → ¬A, B → (A &C) išplaukiaA → C?

(¬B → ¬A)&(B → (A &C))&¬(A → C)
S = {B ∨ ¬A,¬B ∨A,¬B ∨ C,A,¬C}
B ∨ ¬A,A

B

¬B ∨ C,B

C

C,¬C

⊥

Kitas pvz.: jei Biblija yra teisinga ir ją reikia suprasti pažodžiui, tai egzistuoja
Dievas, be to Adomo ir Ievos išvarymo istorija yra teisinga. Jei tiesa, kad Dievas ištaip
išvsṙe iš rojaus Adomą ir Ievą, tai jis yra kerštingas ir nemielaširdingas. Tačiau, jei,
kaip teigia Biblija, Dievas yra, tai jis visagalis ir mielaširdingas. Vadinasi Biblija yra
tik graži pasaka arba nereikia jos suprasti pažodžiui.

b – Biblija yra teisinga

p – Bibliją reikia suprasti pažodžiui

d – egzistuoja Dievas

a – Adomo ir Ievos išvarymo istorija yra teisinga

e – Dievas yra kerštingas

m – Dievas yra mielaširdingas

v – Dievas yra visagalis

Duota:(b & p) → (d & a), a → (e&¬m), d → (v &m). Įrodyti: ¬b ∨ ¬p.

(b & p) → (d & a) = (¬b ∨ ¬p) ∨ (d & a) = (¬b ∨ ¬p ∨ d) &(¬b ∨ ¬p ∨ a)
a → (e&¬m) = ¬a ∨ (e&¬m) = (¬a ∨ e) &(¬a ∨ ¬m)
d → (v &m) = ¬d ∨ (v &m) = (¬d ∨ v) &(¬d ∨m)
¬(¬b ∨ ¬p) = b & p

S = {¬b ∨ ¬p ∨ d,¬b ∨ ¬p ∨ a,¬a ∨ e,¬a ∨ ¬m,¬d ∨ v,¬d ∨m, b, p}

¬b ∨ ¬p ∨ a, b

¬p ∨ a

¬p ∨ a, p

a

a,¬a ∨ ¬m

¬m

¬d ∨m,¬m

¬d

¬d,¬b ∨ ¬p ∨ d

¬b ∨ ¬p

¬b ∨ ¬p, p

¬b

¬b, b

⊥

Kaip elgtis su modalumo logikos operatoriais? Taisyklės tokios:

2p ∨D′,¬p ∨D′′

D ∨D′′
2p ∨D′,3¬p ∨D′′

D ∨D′′

Pvz.: Jei šį pavasarį nusipirksiu mašiną arba susitaisysiu senąją, tai važiuosiu į
Latviją, o tada b̄utinai užsuksiu į Biržus. Jei tikrai užsuksiu į Biržus, tai aplankysiu
tėvus. Jei užsuksiu pas tėvus, jie galb̄ut įšnekins mane kartu praleisti vasarą. Tokiu
atveju pasiliksiu ten iki rudens. Bet jei užsibūsiu ten iki rudens, tai Latvijos šią vasarą
turbūt nepasieksiu. Taigi, galb̄ut neapsimoka taisyti senosios mašinos.
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n – nusipirksiu mašiną

s – susitaisysiu senąją

l – važiuosiu į Latviją

b – užsuksiu į Biržus

a – aplankysiu ṫevus

v – kartu praleisiu vasarą

r – pasiliksiu pas ṫevus iki rudens

Duota:(n∨ s) → (l &2b), 2b → a, a → 3v, v → r, r → ¬l. Patikrinti, ar3¬s.

(n ∨ s) → (l &2b) = (¬n &¬s) ∨ (l &2b)
= (¬n ∨ l) &(¬n ∨2b) &(¬s ∨ l) &(¬s ∨2b)

2b → a = ¬2b ∨ a = 3¬b ∨ a

a → 3v = ¬a ∨3v

v → r = ¬a ∨ r

r → ¬l = ¬r ∨ ¬l

¬3¬s = 2s

S = {¬n ∨ l,¬n ∨2b,¬s ∨ l,¬s ∨2b, 3¬b ∨ a,¬a ∨3v,¬a ∨ r,¬r ∨ ¬l,2s}

2s,¬s ∨2b

2b

2s,¬s ∨ l

l

l,¬r ∨ ¬l

¬r

¬r,¬a ∨ r

¬a

¬a,3¬b ∨ a

3¬b

2b, 3¬b

⊥
Ar a ≡ b ` 2a ≡ 2b?

neišeina
2a ` b

a → b, b → a,2a ` 2b

a → b, b → a ` 2a → 2b

Ne.
Jei turime formulę F su kažkokiu poformuliu A ir turimeA ≡ B, tai nieko, bet jei

turime2(A ≡ B), tuomet formul̇eje F galime poformulį A pakeisti į B.
Pvz.: 2p ∨ 3(q & r). Pasižyṁekimea := (q & r). Keiskime2(a ≡ (q & r) `

2p ∨3a ir t.t.:

` 2p ∨3 q & r︸ ︷︷ ︸
a

2(a ≡ (q & r) ` 2p ∨ 3a︸︷︷︸
b

2(a ≡ (q & r),2(b ≡ 3a) ` 2p︸︷︷︸
c

∨b

2(a ≡ (q & r),2(b ≡ 3a),2(c ≡ 2p) ` c ∨ b︸︷︷︸
l

2(a ≡ (q & r),2(b ≡ 3a),2(c ≡ 2p),2(l ≡ c ∨ b) `
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Taisykl̇es yra šios

2(a ≡ (b ∨ c)) : 2(a → (b ∨ c)),2((b ∨ c) → a) : 2(¬a ∨ b ∨ c),2(a ∨ ¬c),2(a ∨ ¬b)

2(a ≡ (b & c)) : 2(a → (b & c)),2((b & c) → a) : 2(¬a ∨ b),2(a ∨ c),2(¬b ∨ ¬c ∨ a)

2(a ≡ ¬b) : 2(a → ¬b),2(¬b → a) : 2(¬a ∨ ¬b),2(b ∨ a)

2(a ≡ 2b) : 2(a → 2b),2(2b → a) : 2(¬a ∨2b),2(3¬b ∨ a)

2(a ≡ 3b) : 2(a → 3b),2(3b → a) : 2(¬a ∨3b),2(2¬b ∨ a)

Išrašę tai gauname disjunktu˛ aibės atitikmenį modalumo logikai.
Jei formul̇eje neigimas yra tik prieš loginius kintamuosius, pakanka tik pabrauktu˛

disjunktų.

8 Rezoliucijų metodas modalumo teiginiųlogikoje

Formul̇e F yra išvedama (̀ F ), jei atsiras formuliu˛ seka2D1, . . . ,2Ds, l `, kur Di

– modalumo logikos disjunktai (modalumo logikos literu˛ konjunkcijos, kur modalumo
logikos litera yra2l, 3l arbal, o l yra įprastiṅe teiginiųlogikos litera).

Rezoliucijųmetodo taisykl̇es:

F,G

res(F,G)

res(2F,2G)
2res(F,G)
res(2F,G)
res(F,G)

res(2F,3G)
3res(F,G)

res(F ∨G, H)
F ∨ res(G, H)

res(l,¬l)
⊥

Prastinimas:

F ∨ ⊥
⊥

2⊥
⊥

3⊥
⊥

Išvedimo paieška. Turime disjunktųaibęS = {D1, . . . Ds}. Galime imti bet kuri-
uos du disjunktus ir iš ju˛ išvesti naują:

Di, Dj

D′

Tiesinė taktika. Perḃegame disjunktus iš kairės į dešinę. Naujai gautus dedame į
eilės galą. Išvedimo medis atrodo labai tiesiškai (kiekviename mazge dešinioji šaka
yra lapas).
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Absorbcijos taktika. Turime disjunktųaibę

S = {D1, D2, . . . , Ds}

Paimame gautus disjunktusC1, C2 Taktika: susiaurinti išvedamu˛ disjunktųaibę. Gal-
ime taikyti C1,C2

C tik jei

1. arba vienas išC1, C2 priklauso pradinei aibeiS

2. nei vienas išC1, C2 nepriklausoS, tada galime taikyti tik jeiC1 = p ∨ D′,
C2 = ¬p ∨ D′′ ir D′ ⊂ D′′ arbaD′′ ⊂ D′ (čia A ⊂ B reiškia, kadA yra B
dalis, pvz,q ∨ ¬r ⊂ q ∨ s ∨ ¬r)

Pvz.:

p ∨2q
D1

¬q ∨ r

p ∨ r

D2

2¬r ∨ s

p ∨ s
– šis taikymas netaisyklingas pagal absorbcijos taktiką

galime perkelti tą netaisyklingą taikymą aukščiau:

D1

¬q ∨ r

D2

2¬r ∨ s

¬q ∨ s
– pažeidimas dabarčia p ∨2q

p ∨ s

Kitas pvz:

(∗)

2(p ∨ q)
D1

3¬q ∨ r

2p ∨2r

D2

2(¬r ∨ s)
3p ∨3s

perkeliam aukš̌ciau
D1

2¬q ∨ r

D2

2(¬r ∨ s)
3¬q ∨3s

2(p ∨ q)

3p ∨3s

Rezoliucijų metodas klasikiṅeje predikatų logikoje Bendra schema: turimeF1, . . . , Fn,
norime įrodyti F . (F1 & . . .&Fn) → F yra tapǎciai teisinga tada ir tik tada, kai
F1 & . . .&¬F yra tapǎciai klaidinga.

1. suvedame į normalinę priešdėlinę formą

2. skulemizacija (egzistavimo kvantoriaus eliminavimas), bendrumo kvantorius∀
praleidžiame

3. suvedame į normalinę konjunkcinę formą.

Rezultatas – turime disjunktu˛ aibęD = {D1 . . . Ds} ir ieškome išvedimo.
Normaliṅe priešḋelinė forma yraQ1x1Q2x2 . . . QnxnG, kur Qi ∈ {∀,∃}, o for-

mulėjeG kvantoriųnėra.
Leidžiamos transformacijos:
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∀xA(x) ≡ ∀yA(y)

∃xA(x) ≡ ∃yA(y)

¬∀xA(x) ≡ ∃x¬A(x)

¬∃xA(x) ≡ ∀x¬A(x)

∀xA(x) &B ≡ ∀x(A(x)&B)

∃xA(x) &B ≡ ∃x(A(x)&B)

∀xA(x) ∨B ≡ ∀x(A(x) ∨B)

∃xA(x) ∨B ≡ ∃x(A(x) ∨B)

jei formulėjeB nėra kintamojox (jei jis yra, galima pervadinti).

∀xA(x)&∀xB(x) ≡ ∀x(A(x) &B(x))

∀xA(x) ∨ ∀xB(x) ≡ ∀x∀y(A(x)&B(y))

∃xA(x) &∃xB(x) ≡ ∃x∃y(A(x)&B(y))

∃xA(x) ∨ ∃xB(x) ≡ ∃x(A(x) ∨B(x))

Pvz.:

∃x∀yA(x, y) → ∀y∃xB(x, y)
¬∃x∀yA(x, y) ∨ ∀y∃xB(x, y)
∀x¬∀yA(x, y) ∨ ∀y∃xB(x, y)
∀x∃y¬A(x, y) ∨ ∀y∃xB(x, y)
∀x(∃y¬A(x, y) ∨ ∀y∃xB(x, y))
∀x(∃y¬A(x, y) ∨ ∀y∃uB(u, y))
∀x∃y(¬A(x, y) ∨ ∀v∃uB(u, v))
∀x∃y∀v(¬A(x, y) ∨ ∃uB(u, v))
∀x∃y∀v∃u(¬A(x, y) ∨B(u, v))

Skulemizacija – egzistavimo kvantoriu˛ eliminavimas. Kiekvieną kintamąjį∃x keiči-
ame naujai įvestu funkciniu simboliu, kuris priklauso nuo visu˛ kairiau esaňcių ben-
drumo kvantorių.

O bendrumo kvantorius tiesiog praleidžiame. Pvz.:

∃x∀y∃z∀u∀v∃sF (x, y, z, u, v, s) → F (a, y, f(y), u, v, g(y, u, v))

Dabar tereikia suvestiF į normalinę konjunkcinę formą ir gausime disjunktu˛ aibę.

Keitinysσ = (t1/x1, . . . , tn/xn) kur xi – kintamieji, oti – termai.
Jei F (x1, . . . xn) – formul̇e, tai Fσ = F (t1, . . . tn) yra ta pati formul̇e, kurioje

kintamiejix1 . . . xn pakeisti termaist1 . . . tn.
Keitinys vadinamasunifikatoriumiformulėmsF ir G, jei Fσ = Gσ.
Keitinysσ yra bendriausias unifikatorius jei bet koks kitas unifikatoriusβ yra kom-

pozicijaFσφ = Fβ.
Pvz. formuliųP (x, f(a), g(z)) ir P (f(y), z, g(f(a)) unifikatorius yraσ = (f(a)/x, a/y, f(a)/z),

o bendriausias unifikatorius yra(f(y)/x, f(a)/z) (į ką keǐciamasy nefiksuojama, nes
tai nesvarbu).

Ne visas formules galima unifikuoti.
Galima taikyti taisyklę

C1 C2

C
, kur P (t1, . . . , tn) ∈ C1, o¬P (g1, . . . gn) ∈ C2,
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jei egzistoja unifikatoriusσ, kadP (t1, . . . , tn)σ = P (g1, . . . gn)σ. Tik tuomet keisime
visur:

C1σ C2σ

Cσ
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