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pagal V. Mackevǐciaus paskaitas

1998 m. rudens semestras (I kursas)

1 Realieji skaǐciai

Apibrėžimas 1.1 Uždarųjų intervalų seka[an, bn], n = 1, 2, . . . vadinama įḋetųjų uždarųjų intervalų seka, jei
[an+1, bn+1] ⊂ [an, bn], n ∈ N.

Teiginys 1.2 (Įḋetųjų intervalų principas (aksioma)) Bet kokios įdėtųjų uždarųjų intervalų sekos sankirta – netuščia
aibė (∃c ∈ R ∀n ∈ N, c ∈ [an, bn]).

Pastaba Vien racionaliesiems skaičiams šis principas neteisingas. Pvz.,

[1.4, 1.5] ⊃ [1.41, 1.42] ⊃ . . .

∞⋂
n=1

[an, bn] = {
√

2} 6∈ Q

Pastaba Intervalų uždarumas yra svarbus dalykas. Pvz.,

(0, 1
n+1 ) ∈

(
0, 1

n

)
, bet

∞⋂
n=1

(
0, 1

n

)
= ∅

Apibrėžimas 1.3 AiḃeA ⊂ R vadinama apṙežta iš viršaus, jei∃c ∈ R toks, kad∀x ∈ A, x 6 c. c vadinamas aiḃes
viršutiniu ṙežiu. AiḃesA ⊂ R mažiausias viršutinis rėžis, jei jis egzistuoja, vadinamas aibėsA tiksliuoju viršutiniu
rėžiu ir žymimassupA (“supremumA”).

AibėA ⊂ R vadinama apṙežta iš apǎcios, jei∃c ∈ R toks, kad∀x ∈ A, x > c. c vadinamas aiḃes apatiniu ṙežiu.
AibėsA ⊂ R mažiausias apatinis rėžis, jei jis egzistuoja, vadinamas aibėsA tiksliuoju apatiniu ṙežiu ir žymimas
inf A (“infimum A”).

Teorema 1.4 (Tiksliųjų ṙežių egzistavimas) Kiekviena netuščia apṙežta iš viršaus (apačios) aiḃeA ⊂ R turi tikslųjį
viršutinį (apatinį) ṙežį.

Pastaba 1.5 Susitarsime rašytisupA = +∞ (inf A = −∞), jei A nėra apṙežta iš viršaus (apačios).

Teorema 1.6 (Borelio-Lebego teorema apie baigtinį denginį) Jei atvirųjų intervalų sistema{Gα : α ∈ I} dengia
intervalą[a, b] (t.y.

⋃
α∈I Gα ⊃ [a, b]), tai egzistuoja posistemis{Gα1 , . . . ,Gαr}, taip pat dengiantis šį intervalą.

Pastaba Tiek atvirųjų intervalų sistema, tiek uždaras intervalas yra b ūtini dalykai teoremoje ir jų negalima atsisakyti.
Pvz., ⋃

n∈N

[
0, 1− 1

n

]
∪ [1, 2] ⊃ [0, 2],

bet iš gautos sistemos negalime išrinkti baigtinio posistemio, kuris dengtų intervalą[0, 2].
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2 Sekos riba

2 Sekos riba

Apibrėžimas 2.1 Sakoma, kad seka(xn) turi ribąx ∈ R, jei su visais (“kiek norima mažais”)ε > 0 atsirasN ∈ N,
kad|xn − x| < ε, kai n > N (“xn yra kiek norima arti x su pakankamai dideliais n”). Tokiu atveju žymima

lim
n→∞

xn = x

lim
n

xn = x

limxn = x

xn → x, n→∞

Pastaba VietojeN ∈ N galime imtiN ∈ R.

Pavyzdžiai 2.2

1. xn =
1
n

, lim xn = 0

1’ xn =
1

n3 + 5n2 + 7n + 2
, lim xn = 0

2. xn =
19 sinn− 98 cos3 n√

n
, limxn = 0

3. xn =
√

n. Seka diverguoja (neturi baigtinės ribos)

4. xn = (−1)n. Seka diverguoja (neturi ribos)

5. {[an, bn]} – įdėtųjų uždarųjų intervalų seka,bn− an → 0, kai n→∞. Remiantis įḋetųjų intervalų principu,

∃c ∈
⋂
n∈N

[an, bn]. Tadalim an = lim bn = c

Apibrėžimas 2.3 Skaičių seka(xn) vadinama apṙežta (apṙežta iš viršaus, aprėžta iš apǎcios), jei∃M ∈ R : |xn| 6
M,n ∈ N) (atitinkamaixn 6 M,n ∈ N, xn > M,n ∈ N).

Teiginiai 2.4

1. Kiekviena konverguojanti seka yra aprėžta.

2. Seka gali tuṙeti ne daugiau kaip vieną ribą.

Teorema 2.5 (Veiksmai su ribomis) Tarkime, kadlim xn = x ir lim yn = y. Tada

1. lim(xn + yn) = x + y

2. lim(xn · yn) = x · y

3. Jeiy 6= 0, tai lim
xn

yn
=

x

y

Teiginys 2.6 (Peṙejimas prie ribos nelygyḃese)

1. Jeixn → x, yn → y ir x < y, tai∃N ∈ N : xn < yn, kai n > N .
Atskiru atveju, jeiyn → y ir y > 0, tai∃N ∈ N : yn > 0, kai n > N .

2. Jeixn 6 yn, n ∈ N ir xn → x, yn → y, tai x 6 y

3. (Dviejų policininkų principas) Jeixn 6 zn 6 yn ir xn → x, yn → x, tai zn → x.

Pavyzdžiai 2.7

1. Išxn < yn, xn → x, yn → y neišplaukiax < y! Pvz.,∀n : 0 < 1
n . Tadax = lim xn = y = lim yn = 0.
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2 Sekos riba

2.

zn =
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ · · ·+ 1√
n2 + n

, n ∈ N

.
1← n

n + 1
=

n√
n2 + 2n + 1

6 zn 6
n√
n2

= 1→ 1

Taigi, zn → 1.

Apibrėžimas 2.8 Sakykime, turim seką(xn). Imkime diḋejaňcią nat ūraliųjų skaičių seką(nk), k ∈ N. Tada seka
(xnk

) vadinama sekos(xn) posekiu (arba daline seka). Jei sekos(xn) posekis turi ribąx, tai x vadinama sekos
(xn) daline riba.

Pastaba Jei seka(xn) turi ribąx, tai visi jos posekiai turi tą pǎcią ribą.

Teiginys 2.9 (Vejerštraso teorema apie konverguojantį posekį) Kiekviena aprėžta seka turi konverguojantį posekį.

Teorema 2.10 (Sekos konvergavimo Koši kriterijus) Tarkime, turime seką(xn). Tada šie du teiginiai ekvivalent ūs:

1. Seka(xn) konverguoja

2. ∀ε > 0 ∃N ∈ N : |xn − xm| < ε, kai n, m > N

Pastabos

1. Sekos(xn), pasižymiňcios antra savybe, vadinamos fundamentaliosiomis arba Koši sekomis. Erdvės, kuriose
kiekviena Koši seka konverguoja, vadinamos pilnomis. Taigi, ši teorema teigia, kadR yra pilna erdv̇e.

2. Antrasis teiginys dažnai užrašomas taip:

|xn − xm| → 0, kai n, m→∞

Pavyzdžiai 2.11

1. xn = cos 1
2 + cos 2

22 + cos 3
23 + · · ·+ cos n

2n , n ∈ N Seka turi ribą remiantis Koši kriterijumi.

2. xn = (−1)n, n ∈ N. Seka diverguoja.

3. xn = 1 + 1
2 + · · ·+ 1

n . Seka diverguoja.

Apibrėžimas 2.12 Seką(xn) vadinsime

1. diḋejaňcia, jei∀n ∈ N xn+1 > xn.

2. griežtai diḋejaňcia, jei∀n ∈ N xn+1 > xn.

3. maž̇ejaňcia, jei∀n ∈ N xn+1 6 xn.

4. griežtai maž̇ejaňcia, jei∀n ∈ N xn+1 < xn.

Teiginys 2.13 Diḋejanti (maž̇ejanti) seka(xn) konverguoja tada, ir tik tada, kai ji yra aprėžta iš viršaus (apačios).
Tokiu atvejulimxn = sup{xn} (inf{xn}).

Pavyzdžiai 2.14

1. xn =
n

qn
, |q| > 1. lim xn = 0.

2. lim n
√

n = 1

2’ lim n
√

a = 1, a > 0

3. lim
qn

n!
= 0, q ∈ R
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2 Sekos riba

4. lim
(

1 +
1
n

)n

= e

Apibrėžimas 2.15 Išplėstine realiųjų skaičių tiese vadiname aibęR := R ∪ {+∞,−∞} su tokiais papildomais
sąryšiais:

1. −∞ < x < +∞, x ∈ R

2. x + (±∞) = (±∞) + x = ±∞, x ∈ R

3. x · (±∞) = (±∞) · x =
{
±∞ x > 0
∓∞ x < 0 , x ∈ R \ {0}

Apibrėžimas 2.16 Turime seką(xn). Sakysime, kad

1. limxn = +∞, jei ∀∆ ∈ R ∃N ∈ N, toks, kadxn > ∆, kai n > N .

2. limxn = −∞, jei ∀∆ ∈ R ∃N ∈ N, toks, kadxn < ∆, kai n > N .

3. limxn =∞, jei lim |xn| = +∞.

Pastabos 2.17

1. Baigtinių ir begalinių ribų apibṙežimus galima unifikuoti naudojant taško aplinkos sąvoką.

Taškox ∈ R ε-aplinka vadinamas intervalas(x− ε, x + ε). Ji žymimaUε(x). y ∈ Uε(x)⇐⇒ |y − x| < ε.

Taško+∞ ∆-aplinka vadinamas intervalas(∆,+∞]. ŽymimaU∆(+∞).

Taško−∞∆-aplinka vadinamas intervalas[−∞,∆). ŽymimaU∆(−∞).

Tadalimxn = x ⇐⇒ ∀U(x) ∃N ∈ N xn ∈ U(x), kai n > N .

2. Monotoniška seka išplėstiṅeje realiųjų skaǐcių tieṡeje visada turi ribą (baigtinę arba begalinę).

3. Daliṅes ribos sąvoka turi pramę ir begalinių ribų atveju. Todėl tieṡejeR bet kokia seka turi bent vieną dalinę
ribą.

Teiginys 2.18 Turime sekas(xn) ir (yn), xn, yn ∈ R. Tada

1. Jeixn → +∞ ir yn > c ∈ R, n ∈ N, tai xn + yn → +∞.
Atskiru atveju, jeixn → +∞ ir yn → y ∈ R (arbay = +∞), tai xn + yn → +∞.

1’ Jeixn → −∞ ir yn 6 c ∈ R, tai xn + yn → −∞.

2. a) Jeixn > 0, tai lim xn = +∞ tada, ir tik tada, kailim 1
xn

= 0.

b) Jeixn < 0, tai lim xn = −∞ tada, ir tik tada, kailim 1
xn

= 0.

3. Jeixn → +∞ ir ∀n ∈ N xn 6 yn, tai yn → +∞.

Apibrėžimas 2.19 Sekos(xn), xn ∈ R, apatine ir viršutine ribomis vadinami skaičiai

i = lim
n→∞

inf
k>n

xk = lim
n→∞

inf{xn, xn+1, . . .}

ir
s = lim

n→∞
sup
k>n

xk = lim
n→∞

sup{xn, xn+1, . . .}

Žymima:
lim inf
n→∞

xn = i

lim sup
n→∞

xn = s

Apatinė ir viršutiṅe ribos visada egzistuoja, nes sekosin = inf{xn, xn+1, . . .} ir sn = sup{xn, xn+1, . . .} yra
monotoniškos.
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3 Skaǐcių eiluṫes

Pavyzdžiai 2.20

1. xn = (−1)n. lim inf xn = −1, lim sup xn = 1.

2. xn = (−1)n · n. lim inf xn = −∞, lim sup xn = +∞.

3. xn = n(−1)n

. lim inf xn = 0, lim supxn = +∞.

4. xn = n. lim inf xn = +∞, lim sup xn = +∞.

Teiginys 2.21 Apatiṅe ir viršutiṅe sekos ribos yra lygios mažiausiai ir didžiausiai tos sekos dalinėms riboms

Išvada 2.22 Seka(xn) turi ribą tada, ir tik tada, kailim inf xn = lim supxn. Tokiu atvejulimxn = lim inf xn =
lim sup xn.

3 Skaǐcių eiluṫes

Apibrėžimas 3.1 Skaičių eilute vadinamas reiškinys

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + · · ·+ an + · · · , ∀n an ∈ R

Sekos(an) nariai vadinami eiluṫes
∑∞

n=1 an nariais.
Skaǐciai SN :=

∑N
n=1 an, N ∈ N vadinami eiluṫes daliṅemis sumomis.

Jei∃S := limN→∞ SN , tai S vadinamas eiluṫes suma ir rašoma

S =
∞∑

n=1

an

JeiS ∈ R (t.y. suma baigtiṅe), tai sakoma, kad eilutės suma konverguoja, priešingu atveju (kai suma begalinė
arba neegzistuoja) – diverguoja

Teiginiai 3.2

1. (Eilučių konvergavimo Koši kriterijus)

Eilutė
∑∞

n=1 an konverguoja tada, ir tik tada, kai

∀ε > 0 ∃N0 ∈ N

∣∣∣∣∣
M∑

n=N+1

an

∣∣∣∣∣ < ε kai M > N > N0

2. (B ūtinoji eiluṫes konvergavimo sąlyga)

Jei eiluṫe
∑∞

n=1 an konverguoja, taian → 0, n→∞.

3. Jeian > 0, n ∈ N, tai
∑∞

n=1 an konverguoja tada, ir tik tada, kai jos dalinių sumų seka(SN ) yra apṙežta.

Pastaba 3.3 Jeian > 0, tai eiluṫe
∑∞

n=1 an visada turi sumą – baigtinę arba begalinę (+∞), toḋel eilutei
∑∞

n=1 an

suan > 0 prasminga rašyti
∑∞

n=1 an < +∞, kai ji konverguoja, ir
∑∞

n=1 an = +∞, kai ji diverguoja.

Pavyzdžiai 3.4

1.
∞∑

n=1

xn =


x

1−x kai |x| < 1
+∞ kai x > 1
neapibṙežta kaix 6 −1

2.
∞∑

n=1

(−1)n diverguoja.
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3 Skaǐcių eiluṫes

3.
∞∑

n=1

1
n

= +∞ (diverguoja).

4.
∞∑

n=1

1
n2

6 2 (konverguoja).

Teiginiai 3.5 (Eilǔcių palyginimas)

1. Jei|an| 6 cn, n ∈ N ir
∑∞

n=1 cn < +∞, tai
∑∞

n=1 an konverguoja.

2. Jei0 6 dn 6 an, n ∈ N ir
∑∞

n=1 dn = +∞, tai
∑∞

n=1 an = +∞ (diverguoja).

3. Tarkime, kadan > 0, bn > 0, n ∈ N ir ∃α := limn→∞
an

bn
∈ [0,+∞].

Jeiα < +∞ ir
∑∞

n=1 bn < +∞, tai
∑∞

n=1 an < +∞.

Jeiα > 0 ir
∑∞

n=1 bn = +∞, tai
∑∞

n=1 an = +∞.

Kitaip tariant, jeiα ∈ (0,+∞), tai
∑∞

n=1 an ir
∑∞

n=1 bn arba abi konverguoja, arba abi diverguoja.

Lema 3.6 Tarkime,an > an+1 > 0, n ∈ N. Tokiu atveju
∑∞

n=1 an < +∞ tada, ir tik tada, kai
∑∞

k=1 2ka2k <
+∞.

Pavyzdžiai 3.7

1.
∞∑

n=1

1
np

< +∞ ⇐⇒ p > 1

2.
∞∑

n=2

1
n lnp n

< +∞ ⇐⇒ p > 1

∞∑
n=2

1
n lnn lnp lnn

< +∞ ⇐⇒ p > 1

Teiginys 3.8

e =
∞∑

n=0

1
n!

= 2 +
1
2

+
1
3!

+ · · ·+ 1
n!

+ · · ·

Teiginys 3.9 (Eiluṫes konvergavimo Koši požymis) Bet kokiai eilutei
∑∞

n=1 an pažyṁesimeα := lim sup n
√
|an|.

1. Jeiα < 1, tai eiluṫe
∑∞

n=1 an konverguoja;

2. Jeiα > 1, tai eiluṫe
∑∞

n=1 an diverguoja;

3. Yra tiek konverguojaňcių, tiek diverguojaňcių eilučių, kuriomsα = 1.

Teiginys 3.10 (Eiluṫes konvergavimo Dalambero požymis) Sakykime,
∑∞

n=1 an yra eiluṫe suan 6= 0, n ∈ N.

1. Jeiα := lim sup
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ < 1, tai eiluṫe
∑∞

n=1 an konverguoja;

2. Jei∃N ∈ N
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ > 1, kai n > N , tai eiluṫe
∑∞

n=1 an diverguoja (tam pakankalim inf
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ > 1);

3. Yra tiek konverguojaňcių, tiek diverguojaňcių eilučių, kuriomslim
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = 1.

Pavyzdžiai 3.11

1.
∞∑

n=1

xn

n!
konverguoja (Dalamberas arba Koši).
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3 Skaǐcių eiluṫes

2.
1
2

+
1
3

+
1
22

+
1
32

+ · · ·+ 1
2k

+
1
3k

+ · · · konverguoja (Koši; Dalamberas atsakymo neduoda).

Pastaba Koši požymis stipresnis: jei Koši požymis neduoda atsakymo, tai neduos ir Dalambero.

Teiginys 3.12 (Eiluṫes konvergavimo Abelio-Dirichlė požymis) Tarkime, kad a) eilutės
∑∞

n=1 an dalinių sumų seka
yra apṙežta:

|An| 6 M, n ∈ N, M < +∞
b) bn > bn − 1 > 0, n ∈ N, c) lim bn = 0. Tada eiluṫe

∑∞
n=1 anbn konverguoja.

Pastabos

1. Kai išpildytos sąlygos b) ir c), dažnai sakoma, kadbn monotoniškai arṫeja į nulį (žymimabn ↓ 0 arba
limn→∞ ↓ bn = 0).

2. Yra prasṁe naudoti ši požymį tik tada, kaian nariai įgyja skirtingus ženklus be galo daug kartų.

Išvada 3.13 (Leibnico teorema) Jeibn ↓ 0, n→∞, tai eiluṫe
∑∞

n=1(−1)n+1bn konverguoja.

Pavyzdžiai 3.14

1.
∞∑

n=1

xn

n
konverguoja, kaix ∈ [−1, 1) (Dalambero požymis, kai|x| 6= 1, Leibnico teorema, kaix = −1,

harmoniṅe eiluṫe, kaix = 1).

2.
∞∑

n=1

sin πn
4

ln(n + 1)
konverguoja (Abelio-Dirichl̇e požymis).

Apibrėžimas 3.15 Sakoma, kad eilutė
∑∞

n=1 an konverguoja absoliǔciai, jei
∑∞

n=1 |an| < +∞.
Jei

∑∞
n=1 an konverguoja, o

∑∞
n=1 |an| = +∞, tai sakoma, kad eilutė

∑∞
n=1 an konverguoja reliatyviai.

Teiginys 3.16 Jei eilutė konverguoja absoliǔciai, tai ji konverguoja.

Apibrėžimas 3.17 Dviejų eilǔcių
∑∞

n=0 an ir
∑∞

n=0 bn sandauga vadinama eilutė
∑∞

n=0 cn, kuriojecn =
∑n

i=0 aibn−i =
a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0.

Teorema 3.18 (Mertenso teorema) JeiA =
∑∞

n=0 an ∈ R, B =
∑∞

n=0 bn ∈ R ir bent viena iš šių eilǔcių konver-
guoja absoliǔciai, tai šių eilǔcių sandauga

∑∞
n=1 cn konverguoja, o jos suma lygiAB.

Pastaba 3.19 Abiejų eilučių (reliatyvaus) konvergavimo nepakanka, kad teoremos tvirtinimas b ūtų teisingas. Pvz.,

∞∑
n=0

an =
∞∑

n=0

bn =
∞∑

n=0

(−1)n 1√
n + 1

Jų sandaugos
∑∞

n=1 cn nariai

|cn| =

∣∣∣∣∣
n∑

i=0

(−1)i 1√
i + 1

(−1)n−i 1√
n− i + 1

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑

i=0

(−1)n√
(i + 1)(n− i + 1)

∣∣∣∣∣
=

n∑
i=0

1√
(i + 1)(n− i + 1)

>︸︷︷︸
a+b
2 >

√
ab

n∑
i=0

1
i+1+n−i+1

2

=
n∑

i=0

2
n + 2

= 2
n + 1
n + 2

→ 2

Neišpildyta b ūtina konvergavimo sąlyga, tad
∑∞

n=1 cn diverguoja.
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4 Funkcijos riba ir tolydumas

Apibrėžimas 3.20 Tarkime, kad duota eilutė
∑∞

n=1 an ir bijekcija f : N → N. Pažyṁekime ãn := af(n). Tada∑∞
n=1 ãn vadinama pradiṅes eiluṫes

∑∞
n=1 an perstata.

Teorema 3.21 Jei eilutė
∑∞

n=1 an konverguoja absoliǔciai, tai absoliǔciai konverguoja ir bet kuri jos perstata, kuri
be to turi tą pǎcią sumą.

Pastabos 3.22

1. Galima įrodyti ir priešingą teoremą (Rymano teoremą): jei
∑∞

n=1 an konverguoja reliatyviai, tai∀a ∈
R ∃f

∑∞
n=1 af(n) = a.

2. Absoliǔciai konverguojaňcios eiluṫes turi ir kitų baigtiṅems sumoms b ūdingų savybių, pvz., jeianm > 0,
n, m ∈ N, tai

∑∞
n=1

∑∞
m=1 anm =

∑∞
m=1

∑∞
n=1 anm. Ši lygyḃe išlieka teisinga ir suanm ∈ R, n, m ∈ N,

jei
∑∞

n=1

∑∞
m=1 |anm| < +∞.

4 Funkcijos riba ir tolydumas

Apibrėžimas 4.1 Duota funkcijaf : E → R, a ∈ R. Sakoma, kad funkcijaf turi ribą A ∈ R taškea, ir rašoma
limx→a f(x) = A, jei kiekvienai sekaiE \ {a} 3 xn → a galiojaf(xn)→ A.

Kiti žymėjimai:

• lim
x→a, x∈E

f(x) = A (kai apibṙežimo sritis ṅera aiški iš konteksto).

• f(x)→ A, x→ a

• JeiE = (a, b), a < b, rašomalimx→a+0 f(x) = A (riba iš dešiṅes) arbalimx↓a f(x) = A (iš viršaus).

• JeiE = (b, a), b < a, rašomalimx→a−0 f(x) = A (riba iš kaiṙes) arbalimx↑a f(x) = A (iš apǎcios).

Pastaba Kad apibėžimas tuṙetų prasmę, turi egzistuoti bent viena tokia sekaxn, sudaryta iš aiḃesE \ {a} elementų
ir artėjanti priea. Šiuo atveju sakoma, kad taškasa yra ribinis aiḃesE taškas.

Teiginys 4.2 Tarkime,a ∈ R, A ∈ R, f(x) : E → R. Tada šie teiginiai ekvivalent ūs:

1. lim
x→a

f(x) = A;

2. ∀ε > 0 ∃δ > 0 |f(x)−A| < ε, kai 0 < |x− a| < δ ir x ∈ E.

Pastaba Šis teiginys tvirtina, kad abu ribos apibrėžimai (“sekų kalba” ir “ε-δ-kalba”) yra ekvivalent ūs, kaia,A ∈ R.
Pastaba Analogiški teiginiai yra teisingi, ir kaia ir/arbaA lyg ūs±∞, imant atitinkamai tų taškų aplinkas vietoje
ε-aplinkų:

∀ taškoA aplinkaiU(A) ∃ taškoa aplinkaV (a) tokia, kadf(x) ∈ U(A), kai x ∈ V (a) \ {a} ir x ∈ E.

(Apibrėžimas “aplinkų kalba”).

Teiginiai 4.3

1. Funkcija viename taške gali turėti tik vieną ribą.

2. Sakykime,f : E → R, g : E → R ir limx→a f(x) = A ∈ R, o limx→a g(x) = B ∈ R. Tada

a) limx→a (f (x) + g (x)) = A + B

b) limx→a (f (x) · g (x)) = A ·B

c) Jei, be to,B 6= 0, tai limx→a
f(x)
g(x) = A

B

d) Jeif(x) 6 g(x), kai x ∈ E \ {a}, tai A 6 B.

3. Jeif(x) 6 h(x) 6 g(x), kai x ∈ E \ {a}, ir limx→a f(x) = limx→a g(x) = A, tai limx→a h(x) = A.
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4 Funkcijos riba ir tolydumas

4. JeiA < B, tai egzistuoja taškoa aplinkaU , tokia, kadf(x) < g(x) kai x ∈ U \ {a}, x ∈ E.

Pavyzdžiai 4.4

1. lim
x→0

sinx

x
= 1

2. lim
x→0

(1 + x)
1
x = e

3. lim
x→0

sin
1
x

neegzistuoja.

3’ lim
x→0

x sin
1
x

= 0

Apibrėžimas 4.5 Sakoma, kad funkcijaf : E → R yra tolydi taškex0 ∈ E, jei su kiekviena sekaE 3 xn → x0

turime f(xn) → f(x0), n → ∞. Sakoma, kad funkcijaf : E → R yra tolydi aiḃeje A ⊂ E, jei ji yra tolydi
visuose aiḃesA taškuose.

Pastabos 4.6

1. Palyginę funkcijos ribos apibrėžimą su tolydžios funkcijos apibrėžimu, matome, kad funkcija yra tolydi taške
x0, kai limx→x0f(x) = f(x0), ir x0 yra ribinis aiḃesE taškas. Jeix0 nėra ribinis taškas, tai funkcija tame
taške visada tolydi.

2. Atsižvelgdami į 4.2 teiginį, matome, kad funkcijaf : E → R yra tolydi taškex0 ∈ E tada ir tik tada, kai
∀ε > 0 ∃δ > 0 |f(x)− f(x0)| < ε, kai |x− x0| < δ ir x ∈ E.

Teiginiai 4.7

1. Jeif : E → R ir g : E → R yra tolydžios taškex0 ∈ E, tai funkcijos(f + g), (fg) ir (jei g(x0) 6= 0)
(

f
g

)
yra tolydžios taškex0.

2. Jei funkcijaf : E → E1 yra tolydi taškex0 ∈ E, o funkcijag : E1 → R yra tolydi taškey0 := f(x0), tai
funkcija (g ◦ f)(x) := g (f (x)), x ∈ E yra tolydi taškex0.

Pavyzdžiai 4.8

1. f(x) = c, x, c ∈ R yra tolydi aiḃejeR.

2. f(x) = x, x ∈ R yra tolydi aiḃejeR.

3. f(x) = xn, x ∈ R, n ∈ N yra tolydi aiḃejeR.

3’ f(x) = anxn + · · ·+ a1x + a0 ∈ R[x] yra tolydi aiḃejeR.

3” Kiekviena racionali funkcijaR(x) = P (x)
Q(x) (dviejų polinomų santykis) yra tolydi visuose taškuosex0 ∈ R,

kuriuoseQ(x0) 6= 0.

4. f(x) = sin x, x ∈ R yra tolydi aiḃejeR.

5. f(x) = cos x, x ∈ R yra tolydi aiḃejeR.

6. f(x) = tanx, x ∈ R yra tolydi visuose taškuose, kuriuosecos x 6= 0.

7. f(x) = ax, x ∈ R, a > 0, a 6= 1 yra tolydi aiḃejeR.

8. f(x) = loga x, x > 0, a > 0, a 6= 1 yra tolydi aiḃejeR.

9. f(x) = xa, x > 0, a ∈ R yra tolydi aiḃejeR.

10. Išvados:
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4 Funkcijos riba ir tolydumas

a) lim
x→0

loga(1 + x)
x

= loga e

Atskiru atveju,lim
x→0

ln(x + 1)
x

= 1

b) lim
x→0

(1 + x)α − 1
x

= α

Apibrėžimas 4.9 Aibę visų tolydžių funkcijųf : E → R žymėsimeC(E). Galima trumpinti:C[a, b] = C([a, b]).

Teiginys 4.10 (Bolcmano-Vejerštraso teorema apie tarpines reikšmes) Sakykime, funkcijaf ∈ C[a, b], f(a) = A,
f(b) = B ir A 6 C 6 B arbaB 6 C 6 A. Tada∃c ∈ [a, b] f(c) = C (“tolydi funkcija įgyja visas tarpines
reikšmes”).

Teiginys 4.11 (Vejerštraso teorema apie maksimalią reikšmę) Sakykime,f ∈ C[a, b]. Tada

1. f yra apṙežta intervale[a, b]: ∃M ∈ R ∀x ∈ [a, b] |f(x)| 6 M .

2. ∃xd ∈ [a, b] f(xd) = max{f(x) : x ∈ [a, b]}
∃xm ∈ [a, b] f(xm) = min{f(x) : x ∈ [a, b]}
(Tolydi uždarame intervale funkcija įgyja tame intervale didžiausią ir mažiausią reikšmę).

Pastaba Intervalo uždarumas – esminė sąlyga. Pvz.,f(x) = 1
x , x ∈ (0, 1], f ∈ C(0, 1], bet maksimumas neegzis-

tuoja, neslimx→0 f(x) = +∞ (tiksliau, limn→∞ f( 1
n ) = +∞).

Kitas pavyzdys:f(x) = 1
x+1 , x ∈ (0, 1). f(x) ∈ C(0, 1), sup f(x) = 1, inf f(x) = 1

2 , bet neegzistuoja toks
xd ∈ (0, 1) f(xd) = 1.

Teiginys 4.12 (apie atvirkštiṅes funkcijos tolydumą) Tarkime,f : X ⊂ R → Y ⊂ R (X – intervalas) yra tolydi
bijekcija. Tada

1. Y taip pat intervalas, be tof yra monotoniška.

2. f−1 : Y → X taip pat yra tolydi.

Išvada 4.13

1. Funkcijoslogn x (x > 0, a > 0, a 6= 1), arcsinx (x ∈ [−1, 1]), arccos x (x ∈ [−1, 1]), arctanx (x ∈ R) yra
tolydžios funkcijos.

2. Visos elementarios funkcijois yra tolydžios savo egzistavimo srityse.

elementarios funkcijos – daugianariai, racionaliosios funkcijos, trigonometrinės ir jų atvirkštiṅes, rodykliṅe,
logaritmiṅe funkcijos, bei visos iš jų padarytos funkcijos, naudojant aritmetinius veiksmus bei kompoziciją.

egzistavimo sritis – aiḃe, kurioje funkcija turi prasmę. Apibrėžimo sritis visada yra egzistavimo srities
poaibis.

Pastaba|x| nėra tolydi funkcija:|x| =
√

x2 = e
1
2 ln x2

neegzistuoja, kai x = 0.

Apibrėžimas 4.14 Funkcijaf : E → R vadinama tolygiai tolydžia aiḃejeE, jei ∀ε > 0 ∃δ > 0 |f(y)−f(x)| <
ε, kai |x− y| < δ ir x, y ∈ E.

Pastaba Palyginkime su tolydžios aibėjeE funkcijos apibṙežimu:∀x ∈ E ∀ε > 0 ∃δ > 0 |f(y)− f(x)| < ε,
kai |x− y| < δ ir y ∈ E.

Pavyzdžiai 4.15

1. f(x) = x2, x ∈ [−a, a] yra tolygiai tolydi intervale[−a, a].

2. f(x) = x2, x ∈ R nėra tolygiai tolydi.

3. f(x) = sin x2, x ∈ R nėra tolygiai tolydi.
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5 Diferencijavimas

4. f(x) = sin
1
x

, x ∈ R nėra tolygiai tolydi.

Teorema 4.16 (Kantoro teorema) Jeif ∈ C[a, b], tai funkcija yra tolygiai tolydi intervale[a, b].

Pavyzdys 4.17f(x) =
sinx

x
, x ∈ (0, 1) yra tolygiai tolydi intervale(0, 1).

Apibrėžimas 4.18 Sakoma, kad funkcijaf : E ⊂ R → R turi tr ūkį taškex0 ∈ E, jei ji nėra tolydi tame taške.
Taškasx0 ∈ E vadinamas funkcijosf pirmo tipo tr ūkio tašku, jei∃f(x0 − 0) := limx→x0−0 f(x) ∈ R ir ∃f(x0 +
0) := limx→x0+0 f(x) ∈ R. Atskiru atveju, kaif(x0 − 0) = f(x0 + 0), x0 vadinamas pašalinamu funkcijosf
tr ūkio tašku. Likusiais atvejais (kai bent viena ribaf(x0 − 0) arbaf(x0 + 0) neegzistuoja arba yra begalinė), x0

vadinamas funkcijosf antro tipo tr ūkio tašku.

Pastaba Dažnai patogu vadinti tr ūkio taškais ir taškusx0 ∈ R, kai U̇eps(x0) := Uε \ {x0} ⊂ E
Pastaba Tr ūkio taškai, panaš ūs į funkcijosf(x) = sin 1

x x0 = 0 dar vadinami osciliuojaňciais.

Pavyzdžiai 4.19

1. f(x) =
sinx

x
, x ∈ R \ {0}. x0 = 0 yra pašalinamas I tipo tr ūkio taškas.

2. f(x) = arctan
1
x

, x ∈ R \ {0}. x0 = 0 yra I tipo tr ūkio taškas.

3. f(x) = e
1
x , x ∈ R \ {0}. x0 = 0 yra II tipo (begalinis) tr ūkio taškas.

4. f(x) = sin
1
x

, x ∈ R \ {0}. x0 = 0 yra II tipo (osciliuojantis) tr ūkio taškas.

Teiginys 4.20 Monotoniṅe funkcijaf : (a, b) → R neturi II tipo tr ūkio taškų. Jos tr ūkio taškų aibė yra baigtiṅe
arba skaǐcioji.

5 Diferencijavimas

Apibrėžimas 5.1 Sakoma, kad funkcijaf : I → R (I – intervalas) yra diferencijuojama taškex ∈ I, jei∃ limy→x
f(y)−f(x)

y−x ∈
R. Tokiu atveju pastaroji riba vadinama funkcijosf išvestine taškex ir žymimaf ′(x).

Pakeitę nurodytą ribą riba iš dešinės (iš kaiṙes), gausime dešininės (kairiṅes) išvestiṅes apibṙežimą. Jos žymimos
f ′d(x), f ′+(x) (f ′k(x), f ′−(x)).

Jei funkcijaf yra diferencijuojama su visaisx ∈ I, tai sakoma, kad funkcijaf yra diferencijuojama intervaleI.

Pastaba 5.2 (Geometrinė išvestiṅes prasṁe) Sakykime, funkcijaf : I → R yra diferencijuojama taškex. Tada
ε(t) := f(t)−f(x)

t−x − f ′(x) → 0, kai t → x. f(t) = f(x) + f ′(x)(t − x) + ε(t)(t− x)︸ ︷︷ ︸
“mažas”, kait→x

. Atmetę paskutinį

(“mažą”) narį gauname tiesinę funkcijąy(t) = f(x) + f ′(x)(t − x), t ∈ R, kuri, kai t “arti” x, įgyja reikšmes,
“artimas” f(x). Ši funkcija vadinama funkcijosf(x) liestine taškex. Geometriškai jos grafikas yra funkcijosf
grafiko liestiṅe taške(x, f(x)).

Liestinės kampinis koeficientastanα = f ′(x).

Teiginys 5.3 Jei funkcijaf diferencijuojama taškex, tai ji tolydi tame taške.

Teiginys 5.4 Jei funkcijosf, g yra diferencijuojamos taškex ∈ I, tai

1. (f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x).

2. (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).

3.

(
f

g

)′
(x) =

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)
g2(x)

, jei g(x) 6= 0.
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Teiginys 5.5 Jeif : (a, b) → (c, d) yra diferencijuojama taškex ∈ (a, b), o g : (c, d) → R yra diferencijuojama
taškey = f(x), tai funkcijag ◦ f yra diferencijuojama taške x ir(g ◦ f)′(x) = g′ (f (x)) f ′(x).

Pavyzdžiai 5.6

1. f(x) = C, x ∈ R. f ′(x) = 0.

2. f(x) = x, x ∈ R. f ′(x) = 1.

3. f(x) = x2, x ∈ R. f ′(x) = 2x.

f(x) = xn, x ∈ R, n ∈ N. f ′(x) = nxn−1.

4. f(x) = sin x, x ∈ R. f ′(x) = cos x.

f(x) = cos x, x ∈ R. f ′(x) = − sinx.

f(x) = tanx, x ∈ R \ {π
2 + πn, n ∈ Z}. f ′(x) =

1
cos2 x

.

f(x) = cotx, x ∈ R \ {πn, n ∈ Z}. f ′(x) = − 1
sin2 x

.

5. f(x) = ax, x ∈ R, a > 0, a 6= 1. f ′(x) = ax ln a.

Atskiru atvejuf(x) = ex, x ∈ R. f ′(x) = ex.

6. f(x) = loga x, x > 0, a > 0, a 6= 1. f ′(x) =
1

x ln a
.

Atskiru atvejuf(x) = lnx, x > 0. f ′(x) =
1
x

.

7. f(x) = xa, x > 0, a ∈ R. f ′(x) = axa−1.

Galima įsitikinti, kad ši formul̇e teisinga, ir kaix < 0, jei xa turi prasmę.(
x

m
n

)′ =
(

n
√

xm
)′

– ši formul̇e irgi teisinga, kaix ∈ R, m ∈ Z, n ∈ N.

8. f(x) =
{

x2 sin 1
x x 6= 0

0 x = 0 , x ∈ R.

f ′(x) =
{

2x sin 1
x − cos 1

x x 6= 0
0 x = 0 .

Įdomu, kad ribalimx→0 f ′(x) neegzistuoja (t.y.f ′ nėra tolydi funkcija).

9. f(x) = |x|, x ∈ R. f ′d(0) = 1, f ′k(0) = −1.

10.

f(x)︸︷︷︸
>0

g(x)

′

= f(x)g(x)

(
g′(x) ln f(x) +

g(x)
f(x)

f ′(x)
)

.

(xx)′ = xx(lnx + 1).

Teiginys 5.7 (Atvirkštiṅes funkcijos išvestiṅe) Jei griežtai diḋejanti funkcijaf ∈ C(a, b) yra diferencijuojama
taškex0 ∈ (a, b) ir f(x) 6= 0, tai jos atvirkštiṅe funkcija f−1 yra diferencijuojama taškey0 := f(x0) ir(
f−1

)′ (y0) = 1
f ′(x0)

.

Pavyzdžiai 5.8

1. (arcsinx)′ =
1√

1− x2
, x ∈ (−1, 1).

(arccos x)′ = − 1√
1− x2

, x ∈ (−1, 1).
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2. (arctanx)′ =
1

1 + x2
, x ∈ R.

(arccotx)′ = − 1
1 + x2

, x ∈ R.

Apibrėžimas 5.9 Taškasx ∈ E vadinamas funkcijosf : E → R lokaliojo maksimumo tašku, jei∃ε > 0 f(y) 6
f(x), kai y ∈ Uε(x) ∩ E. Analogiškai apibṙežiamas lokaliojo minimumo taškas. Šie taškai vadinami funkcijos
(lokaliniais) ekstremumo taškais.

Teiginys 5.10 (Ferma teorema) Jeix0 ∈ (a, b) yra funkcijosf : [a, b]→ R ekstremumo taškas ir∃f ′(x0) ∈ R, tai
f ′(x0) = 0.

Teiginys 5.11 (Rolio teorema) Jeif ∈ C[a, b] yra diferencijuojama intervale(a, b), ir f(a) = f(b), tai ∃c ∈
(a, b) f ′(c) = 0.

Teiginys 5.12 (Koši vidutiṅes reikšṁes teorema) Jei funkcijosf, g ∈ C[a, b] yra diferencijuojamos intervale(a, b),
tai ∃c ∈ (a, b) (f(b)− f(a)) g′(c) = (g(b)− g(a)) f ′(c).

Pastaba Jeig′(x) 6= 0, x ∈ (a, b), tai lygybę galima užrašyti taip:

f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

=
f ′(c)
g′(c)

Išvada 5.13 (Lagranžo vidutinės reikšṁes teorema) Jeif ∈ C[a, b] yra diferencijuojama intervale(a, b), tai ∃c ∈
(a, b) f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

Teiginys 5.14 Sakykme, funkcijaf yra diferencijuojama intervale(a, b). Tada

1. Jeif ′(x) > 0, x ∈ (a, b), tai f didėja intervale(a, b) (t.y. ∀a 6 x < y 6 b f(x) 6 f(y)).

2. Jeif ′(x) 6 0, x ∈ (a, b), tai f maž̇eja intervale(a, b) (t.y. ∀a 6 x < y 6 b f(x) > f(y)).

3. Jeif ′(x) = 0, x ∈ (a, b), tai f – konstanta (t.y.∃c ∈ R ∀x ∈ (a, b) f(x) = c).

Pastaba Pakeitę nelygybes griežtomis gausime griežtai monotoniškas funkcijas, bet ne atvirkščiai. Pvz.,f(x) = x3

griežtai diḋeja aiḃejeR, betf ′(0) = 0.

Teiginys 5.15 Jeif : I → R (I ⊂ R – baigtinis arba begalinis intervalas) turi aprėžtą išvestinę intervaleI, tai f
yra tolygiai tolydi tame intervale.

Pastaba Šis požymis nėra b ūtinas. Pvz.,
√

x ∈ (0, 1) yra tolygiai tolydi, nors neturi išvestinės taškex = 0.

Teorema 5.16 (Lopitalio taisyklė) Tarkime, kad funkcijosf ir g yra diferencijuojamos intervale(a, b) (−∞ 6 a <
b < +∞) ir

1. limx↓a f(x) = limx↓a g(x) = 0 arbalimx↓a g(x) = +∞.

2. g′(x) 6= 0, kai x ∈ (a, b).

3. ∃ limx↓a
f ′(x)
g′(x) = A ∈ R.

Tadalimx↓a
f(x)
g(x) = A.

Pavyzdžiai 5.17

1. lim
x→0

1− cosx

x2
=

1
2

.
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2. lim
x→∞

x10

e
x
10

= 0.

3. lim
x→∞

lnx

xa
= 0, a > 0.

Panašiai galima įrodyti, kadlim
x→∞

lnnx

xa
= 0, a > 0, n ∈ N.

Apibrėžimas 5.18 Jei funkcijaf yra diferencijuojama intervaleI, ir jos išvestiṅef ′(x), x ∈ I, taip pat yra diferen-
cijuojama funkcija, tai jos išvestinė (f ′)′(x) vadinama funkcijosf antrąja išvestine ir žymimaf ′′(x) arbaf (2)(x).
Analogiškai apibṙežiamos aukštesnių eilių išvestinėsf ′′′(x) = f (3)(x), . . . f (n)(x) = (f (n−1))′(x), su sąlyga, kad
jos egzistuoja.

Visų funkcijų f : [a, b] → R, turinčių visų eilių tolydžias išvestines ikin-tosios eil̇es imtinai aiḃe žymima
Cn[a, b] := {f(x) : ∀k = 1, . . . , n f (k) ∈ C[a, b]}. Be to,f ∈ C∞[a, b] ⇐⇒ ∀n ∈ N ∃f (n) ∈ C[a, b].

Teorema 5.19 (Teiloro formulė) Tarkime, funkcijaf ∈ Cn[x0, x] yra (n + 1) kartą diferencijuojama intervale
(x0, x) (tam pakankaf ∈ Cn+1[x0, x]). Tada∃c ∈ (x0, x) :

f(x) = f(x0) +
n∑

k=1

f (k)(x0)
k!

(x− x0)k

︸ ︷︷ ︸
=:Pn(x0;x)

+
f (n+1)(c)
(n + 1)!

(x− x0)n+1︸ ︷︷ ︸
=:Rn(x0;x)

DaugianarisPn(x0;x) vadinamas Teiloro daugianariu, o reiškinysRn(x0;x) – Teiloro formul̇es liekamuoju nariu
Lagranžo pavidalu.

Pastabos 5.20

1. Formul̇e teisinga ir intervalui[x, x0], kai x < x0.

2. Teiloro formul̇e leidžia “suḋetingos” funkcijos reikšmių skaičiavimą pakeisti “paprastos” funkcijos – daugia-
narioPn(x0;x) reikšmių skaǐciavimu, kaiRn(x0;x) yra “mažas” (pastaroji situacija yra tipiška).

3. Ypǎc dažnai ši formul̇e naudojama, kaix0 = 0:

f(x) = f(0) +
n∑

k=1

f (k)(0)
k!

xk +
f (n+1)(c)
(n + 1)!

xn+1

(Makloreno formul̇e)

4. Liekamojo nario Koši pavidalas:

Rn(x0;x) =
f (n+1)(c̃)

n!
(x− c̃)(x− x0)n

5. Kai n = 2:

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)2 +

f ′′′(c)
3!

(x− x0)3

Pirmi du nariai – liestiṅes lygtis (“geriausiai priglundanti tiesė”), pirmi trys nariai – “geriausiai priglundanti
parabol̇e” ir t.t.

Apibrėžimas 5.21 Rašysimef(x) = o (g(x)), x→ a, jei egzistuoja tokia funkcijaε(x), apibṙežta taškoa aplinkoje,
kad ε(x) → 0, kai x → a, ir f(x) = ε(x)g(x) (taškoa aplinkoje). Jeig(x) 6= 0 taškoa aplinkoje, tai
f(x) = o (g(x)), x→ a⇐⇒ f(x)

g(x) → 0, x→ a.

Pastaba Jeig(x)→ 0 ir f(x) = o (g(x)), x→ a, tai sakoma, kad “f nyksta greǐciau neig”, x→ a.
Jeig(x)→ +∞, tai sakoma, kad “f auga greǐciau neig”.

Pavyzdžiaix2 = o(x), x→ 0
x = o(x2), x→ +∞
xa = o(ex), x→ +∞
lg x = o(xa), x→ +∞
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5 Diferencijavimas

Išvada 5.22 (Teiloro formulė su Peano pavidalo liekamuoju nariu) Jeif ∈ Cn[x0, x], taif(t) = Pn(x0; t)+o(|x−
x0|n), x→ x0, t.y. Rn(x0;x)

|x−x0|n → 0, x→ x0.

Apibrėžimas 5.23 Tarkime, kad funkcijaf yra be galo diferencijuojama taškox0 aplinkoje. Funkcijosf Teiloro
eilute su centrux0 vadinama funkcijų eiluṫe

f(x0) +
∞∑

n=1

f (n)(x0)
n!

(x− x0)n

Pasteḃekime, kad Teiloro eiluṫes daliṅes sumos yra jos Teiloro daugianariaiPn(x0;x), toḋel ši eiluṫe konverguoja
su taisx, su kuriais Teiloro formul̇es liekamasis narysRn(x0;x)→ 0, n→∞ ir tokiu atveju

f(x) = f(x0) +
∞∑

n=1

f (n)(x0)
n!

(x− x0)n

Pavyzdžiai 5.24

1. ex = 1 +
∞∑

n=1

xn

n!
, x ∈ R.

2. sinx =
∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
, x ∈ R.

cos x = 1 +
∞∑

n=1

(−1)n x2n

(2n)!
, x ∈ R.

3. ln(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n+1 xn

n
, x ∈ (− 1

2 , 1] (iš tiesų formul̇e teisinga, kaix ∈ (−1; 1], tik tai sunku įrodyti

turimomis priemoṅemis).

4. f(x) =
{

e−
1

x2 x 6= 0
0 x = 0

.

Funkcijos Teiloro eiluṫe tapǎciai lygi nuliui.

5. lim
x→0

sinx− x + x3

3! −
x5

5!

x7
= − 1

7!
.

Apibrėžimas 5.25 Funkcijaf : E → R vadinama iškila (žemyn) intervaleI ⊂ E ⊂ R, jei f(α1x1 + α2x2) 6
α1f(x1) + α2f(x2), su visaisx1, x2 ∈ I, α1, α2 > 0, α1 + α2 = 1.

Reikalaudami griežtos nelygybės gauname griežtai iškilos (žemyn) funkcijos apibrėžimą.
Pakeitę nelygybę priešinga, gauname iškilos aukštyn arba išgaubtos funkcijos apibrėžimą.

Teiginys 5.26 Diferencijuojama funkcijaf : I → R yra iškila (žemyn) intervaleI tada ir tik tada, kai jos išvestinė
f ′ didėja intervaleI. Griežtą išvestiṅes diḋejimą atitinka griežtas funkcijos iškilumas.

Išvada 5.27 Dukart diferencijuojama funkcijaf yra iškila intervaleI tada ir tik tada, kaif ′′ > 0 intervaleI. Jei
f ′′ > 0 intervaleI, tai f – griežtai iškila (neb ūtinai atvirkščiai).

Pastaba Analogiškas tvirtinimas teisingas ir išgaubtai funkcijai.

Apibrėžimas 5.28 Taškasx0 ∈ (a, b) vadinamas funkcijosf : (a, b) → R perlinkio tašku, jei∃ε > 0 toks, kadf
yra iškila intervaleU−

ε (x0) := (x0 − ε, x0) ir išgaubta intervaleU+
ε (x0) := (x0, x0 + ε) arba atvirkš̌ciai.

Išvada 5.29 (Iš 5.26) Jeix0 yra dukart diferencijuojamas funkcijos perlinkio taškas, taif ′′(x0) = 0 (neb ūtinai
atvirkš̌ciai).
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6 Funkcijų sekų ir eilǔcių tolydusis konvergavimas

Apibrėžimas 6.1 Sakoma, kad funkcijų seka(fn), n ∈ N konverguoja į funkcijąf aibėjeE, jei ∀x ∈ E fn(x)→
f(x), kai n → ∞. Toks funkcijų sekos konvergavimas vadinamas paprastu arba pataškiu ir žymimasfn → f ,
n→∞ (aibėjeE).

Sakoma, kad funkcijų seka(fn) konverguoja į funkcijąf tolygiai aiḃejeE, jei supx∈E |fn(x) − f(x)| → 0,
n→∞. Žymimafn ⇒ f , n→∞ (aibėjeE).

Pastaba 6.2fn → f ⇐⇒ ∀x ∈ E ∀ε > 0 ∃N ∈ N |fn(x)− f(x)| < ε, kai n > N
fn ⇒ f ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃N ∈ N |fn(x)− f(x)| < ε, kai n > N
Skirtumas – tolygaus konvergavimo atvejuN priklauso tik nuoε ir nepriklauso nuox.

Pavyzdžiai 6.3

1. fn(x) = xn, x ∈ [0, 1]. f(x) =
{

0 x ∈ [0, 1)
1 x = 1 .

Funkcijų seka konverguoja pataškiui.

2. fn(x) = xn − xn+1, x ∈ [0, 1]. f(x) = 0.

Funkcijų seka konverguoja tolygiai.

3. fn(x) = xn − x2n, x ∈ [0, 1]. f(x) = 0.

Funkcijų seka konverguoja pataškiui.

Pastaba 6.4 Funkcijomsf, g : E → R pažyṁekimed(f, g) = dE(f, g) := supx∈E |f(x) − g(x)|. Funkcijad
pasižymi šiomis savyḃemis:

1. d(f, g) = d(g, f).

2. d(f, g) > 0, be tod(f, g) = 0 ⇐⇒ f = g.

3. d(f, g) 6 d(f, h) + d(h, g), h : E → R (Trikampio nelygyḃe).

Pastebime, kadfn ⇒ f aibėjeE ⇐⇒ d(fn, f)→ 0, n→∞.
Funkcijad vadinama tolygaus konvergavimo metrika (atstumu). Kartais – supremumo metrika.

Teiginys 6.5 (Funkcijų sekos tolygaus konvergavimo Koši kriterijus) Funkcijų seka(fn) konverguoja tolygiai (į kokią
nors funkcijąf ) aibėjeE tada ir tik tada, kai

∀ε > 0 ∃N ∈ N d(fn, fm) = sup
x∈E
|fn(x)− fm(x)| < ε, kai m,n > N

Apibrėžimas 6.6 Sakoma, kad funkcijų eilutė
∑∞

n=1 fn konverguoja tolygiai aiḃejeE, jei jos dalinių sumų seka
Sn :=

∑n
k=1 fk, n ∈ N konverguoja tolygiai aiḃejeE į kokią nors funkcijąf . Tokiu atveju rašomaf =

∑∞
n=1 fn

tolygiai aiḃejeE (arbaf =
∑∞

n=1 fn tolygiai pagalx ∈ E).

Teiginys 6.7 (Funkcijų eilǔcių tolygaus konvergavimo Vejerštraso požymis) Jei|fn(x)| 6 cn, x ∈ E, n ∈ N ir∑∞
n=1 cn < +∞, tai funkcijų eiluṫe

∑∞
n=1 fn konverguoja tolygiai aiḃejeE.

Teorema 6.8 (Teorema apie ribų sukeitimą) Tarkime, kadfn ⇒ f aibėjeE ir ∀n ∈ N ∃An := limt→x fn(t) ∈
R, t ∈ E. Tada∃ limt→x f(t) = limn→∞ An ∈ R. Kitaip tariant,

lim
t→x

lim
n→∞

fn(t) = lim
n→∞

lim
t→x

fn(t)

Pastaba Be tolygaus konvergavimo toks ribų sukeitimas ne visada teisingas. Pvz.,fn(x) = xn, x ∈ E = (0, 1):
limt→x limn→∞ fn(t) = 0
limn→∞ limt→x fn(t) = 1

Išvada 6.9 Jeifn ∈ C(E), n ∈ N ir fn ⇒ f aibėjeE, tai f taip pat tolydi.
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Pastaba Funkcijų sekos tolydus konvergavimas yra esminis:

fn(x) = xn, x ∈ E = [0, 1], fn(x)→ f(x) =
{

0 x ∈ [0, 1)
1 x = 1 .

Teorema 6.10 (Dinio lema) Tarkime, kad funkcijų seka(fn ∈ C[a, b]) kiekvienam taške monotoniškai artėja prie
funkcijosf ∈ C[a, b]. Tadafn konverguoja tolygiai.

Pastaba Monotoniškumas yra esminis. Pvz.,fn(x) = xn − x2n, x ∈ [0, 1], fn → 0 (pataškiui).

Teorema 6.11 (Vejerštraso teorema apie tolydžių funkcijų aproksimaciją daugianariais) Bet
kokiai funkcijaif ∈ C[a, b] galima rasti daugianarių seką(Pn), konverguojaňcią į f tolygiai intervale[a, b].

Lema 6.12 Egzistuoja daugianarių seka(pnk : n ∈ N, k : 0, 1, . . . , n), pasižyminti šiomis savyḃemis:

1. ∀pnk(x) > 0, x ∈ [0, 1].

2. ∀n ∈ N
n∑

k=0

pnk(x) = 1

3. cn := max
x∈[0,1]

n∑
k=0

(
k

n
− x

)2

pnk(x)→ 0, n→∞.

Apibrėžimas 6.13 Funkcijų eilutė
∑∞

n=0 cn(x − a)n vadinama laipsnine eilute su centru taškea; čia cn vadinami
laipsniṅes eiluṫes koeficientais.

Teiginys 6.14 Sakykime,cn, n = 0, 1, . . . – laipsniṅes eiluṫes koeficientai. Pažyṁekime

R :=
1

lim supn→∞
n
√
|cn|
∈ [0,+∞].

Tada

1. Laipsniṅe eiluṫe konverguoja absoliǔciai, kai x ∈ (a − R, a + R) (t.y. |x − a| < R) ir diverguoja, kai
x 6∈ [a−R, a + R] (t.y. |x− a| > R).

2. Jei∃R̃ = limn→∞

∣∣∣ cn

cn+1

∣∣∣, tai R̃ = R

R vadinamas laipsniṅes eiluṫes konvergavimo spinduliu, o intervalas(a−R, a + R) – konvergavimo intervalu.

Teiginys 6.15 Tarkime, turime laipsninę eilutę
∑∞

n=0 cn(x − a)n su konvergavimo spinduliuR. Tada∀R̃ < R ši
laipsniṅe eiluṫe konverguoja tolygiai intervale[a− R̃, a + R̃].

Išvada 6.16 Laipsniṅes eiluṫes suma – tolydi funkcija laipsninės eiluṫes konvergavimo intervale(a−R, a + R).
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