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1 Realieji skatiai

Apibrézimas 1.1 Uzdaryjy intervaly seka,,b,], n = 1,2,... vadinama jétyju uzdaryjy intervaly seka, jei
[an+1,bn+1} C [an,bn], n € N.

Teiginys 1.2 (Jétyju intervaly principas (aksioma)) Bet kokio®{dju uzdaryju intervaly sekos sankirta — nétas
aibe Gce R Vn € N,c¢ € [an, by]).

Pastaba Vien racionaliesiems skiiams Sis principas neteisingas. Pvz.,

[1.4,1.5] D [1.41,1.42] D ...
m [an,bn] = {\/5} ZQ

Pastaba Intervaly uzdarumas yra svarbus dalykas. Pvz.,

(0, 245) € (0,2), bet ﬂ (0.1 =2
n=1

ApibreZimas 1.3 Aik A C R vadinama a@Zta iS virSaus, jefc € R toks, kadvz € A,z < c. ¢ vadinamas aies
virSutiniu reziu. AibesA C R maZziausias virSutiniszis, jei jis egzistuoja, vadinamas agA tiksliuoju virSutiniu
reziu ir Zymimassup A (“supremuma”).

Aibe A C R vadinama ap@Zta iS apéios, jeidc € R toks, kadvx € A,z > c. ¢ vadinamas aibs apatiniu@ziu.
Aibés A C R maziausias apatini€Zis, jei jis egzistuoja, vadinamas a#tA tiksliuoju apatiniu eziu ir Zymimas
inf A (“infimum A”).

Teorema 1.4 (Tiksliyjyaziy egzistavimas) Kiekviena netid apezta iS virSaus (afi#s) aile A C R turi tikslyjj
virSutinj (apatinj) eZj.

Pastaba 1.5 Susitarsime radytp A = 400 (inf A = —00), jei A néra apezta iS virSaus (ag#os).

Teorema 1.6 (Borelio-Lebego teorema apie baigtinj denginj) Jei atviryjy intervaly si§t@émaa € I} dengia
intervala[a, b] (t.y. U,c; Ga D la, b)), tai egzistuoja posistemigj.,, , . . ., G, }, taip pat dengiantis 3j intervala.

Pastaba Tiek atviryju intervaly sistema, tiek uZdaras intervalas yra b utini dalykai teoremoje ir jy negalima atsisakyti.

Pvz.,
U 01— 2u2120,2,

bet iS gautos sistemos negalime iSrinkti baigtinio posistemio, kuris dengty intérv2la



2 Sekosriba

2 Sekos riba

Apibrézimas 2.1 Sakoma, kad seg, ) turi ribaz € R, jei su visais (“kiek norima mazais?) > 0 atsirasN € N,
kad|z, — z| < e, kain > N (“z,, yra kiek norima arti x su pakankamai dideliais n”). Tokiu atveju Zymima

lim z, =«

n—oo
limz, =z
n

limz, =x

Ty — T, N — OO
Pastaba VietojéV € N galime imtiNV € R.

PavyzdZziai 2.2

1.z, = l,limxn =0
n

1
1 z, = Jima, =0
. n3 +5n2 +7Tn+ 2 .

: _ 3
2. 2, = 19sinn — 98 cos n,limxn —0

vn
3. z, = v/n. Seka diverguoja (neturi baigés ribos)

4. z, = (—1)™. Seka diverguoja (neturi ribos)

5. {[an, b,]} — idetyjy uzdaryjy intervaly seka, — a,, — 0, kain — co. Remiantis jétyjy intervaly principu,
Je e n [an,by]. Tadalima, = limb, =c
neN

Apibrezimas 2.3 Skaiy seka(z,,) vadinama a@Zta (apezta i$ virSaus, apzta iS apéios), jeidM € R : |z,| <
M,n € N) (atitinkamaiz,, < M,n € N,z, > M,n € N).

Teiginiai 2.4
1. Kiekviena konverguojanti seka yra agta.
2. Seka gali tugti ne daugiau kaip viena riba.
Teorema 2.5 (Veiksmai su ribomis) Tarkime, Kad z,, = x ir limy,, = y. Tada
1. lim(z, +yn) =2 +y
2. lim(zy, - yn) =y

3. Jeiy # 0, tailim 2% = £
Yy

n

Teiginys 2.6 (Pegjimas prie ribos nelygydse)

1. Jeix, —» z,y, — yirx <y, taidN € N: z, < y,, kain > N.
Atskiru atveju, jeiy, — yiry > 0,taidN € N: gy, > 0,kain > N.

2. Jeiz, < yn,n € Nirz,, - x,y, — y,taiz <y
3. (Dviejy policininky principas) Jet,, < z,, < Yn It , — =, y, — z,taiz, — .
Pavyzdziai 2.7

1. 18z, < yn, xn — x, yn — y neidplaukiar < y! Pvz.,Vn : 0 < % Tadar = limz,, = y = limy, = 0.
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2 Sekosriba

2.
L, eN
Zn = —F— "N
Vn2+1  Vn2+42 vnZ+n
n n n
n+1 Vn24+2n+1 vVn?
Taigi, z, — 1.

Apibrezimas 2.8 Sakykime, turim seka,, ). Imkime dicejartia nat uraliyjy skéiy seka(ny), k € N. Tada seka
(zn, ) vadinama sekoéz,,) posekiu (arba daline seka). Jei sekog) posekis turi ribar, tai z vadinama sekos
(x,,) daline riba.

Pastaba Jei seka:,,) turi riba z, tai visi jos posekiai turi ta gaa riba.
Teiginys 2.9 (Vejerstraso teorema apie konverguojantj posekj) Kiekviegdpmeka turi konverguojantj posek|.
Teorema 2.10 (Sekos konvergavimo KoSi kriterijus) Tarkime, turime &eka Tada Sie du teiginiai ekvivalent'us:
1. Seka(z,,) konverguoja
2.YV¢e>0 3N eN: |z, —an,| <e kain,m >N
Pastabos

1. Sekogz,), pasizymirtios antra savybe, vadinamos fundamentaliosiomis arba Kosi sekomigsEkuviose
kiekviena KoSi seka konverguoja, vadinamos pilnomis. Taigi, Si teorema teigi& kealpilna erde.

2. Antrasis teiginys daZnai uZzraSomas taip:

‘zn - znz' — O, kain,m — 00

Pavyzdziai 2.11

1 @, =5l cos2 4 cosd 4 ... 4 cosn ¢ N Seka turi riba remiantis Kosi kriterijumi.
2. z, = (—1)",n € N. Seka diverguoja.
3., =1+ 3+ 4 +. Seka diverguoja.
Apibrézimas 2.12 Sekgr,,) vadinsime
1. didgjartia, jeivn € N x,11 = xp.
2. grieztai di@jartia, jeivn € N x,11 > xy.
3. mazgjartia, jeiVn € N x,11 < xp.
4. grieztai magjartia, jeivn e N z,41 < Zp.

Teiginys 2.13 Di@janti (magjanti) sekax,,) konverguoja tada, ir tik tada, kai ji yra ata iS virSaus (aji#os).
Tokiu atvejulim x,, = sup{z,} (inf{z,}).

Pavyzdziai 2.14

1 x,=—, lg| > 1. lima,, = 0.
qn
2. lim ¢yn=1

2 lima=1, a>0

3.1imL =0, geR
n'
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2 Sekosriba

1 n
4. lim <1—|—> =e
n

Apibrézimas 2.15 I3@stine realiyjy skaiy tiese vadiname aibR := R U {+oco, —co} su tokiais papildomais
sarySiais:

1. —oco <2 < +00, reR
2. x4+ (£oo) = (£o0) + z = £o0o, zeR

+oo x>0

oo 2 <0 x € R\ {0}

3.$-(ioo):(ioo).x:{

Apibrézimas 2.16 Turime seka,,). Sakysime, kad
1. limz, = +o0,jeiVA € R 3N € N, toks, kadr,, > A, kain > N.
2. limz, = —0, jeiVA € R IN € N, toks, kadr,, < A, kain > N.
3. limz,, = oo, jeilim |z, | = +oo.
Pastabos 2.17
1. Baigtiniy ir begaliniy riby apil&zimus galima unifikuoti naudojant taSko aplinkos savoka.
TaSkox € R e-aplinka vadinamas intervalds — ¢, x + ¢). Ji zymimaU, (z). y € U.(z) <= |y — z| < e.
Tasko+oo A-aplinka vadinamas intervalda, +-oc]. ZymimaUa (400).
Tasko—oo A-aplinka vadinamas intervalés oo, A). ZymimaUa (—oo).
Tadalimz, =2 <= VU(z) INeN z, €U(z), kain > N.
2. Monotoniska seka iSpstireje realiyju skdiiy tieseje visada turi riba (baigtine arba begaling).
3. Dalires ribos savoka turi prameg ir begaliniy riby atveju. didibseje R bet kokia seka turi bent viena daling
riba.
Teiginys 2.18 Turime sekds:,) ir (yn), Tn,y» € R. Tada

1. Jeix, —» +xiry, >ce R,n € N, taiz,, +y, — +oc.
Atskiru atveju, jeix,, — +ooir y, — y € R (arbay = +00), tai z,, + y,, — +00.

1’ Jeizx,, —» —0iry, <ceR,taiz, +y, — —oco.
2. a) Jeir, > 0, tailimx, = +oo tada, ir tik tada, kalim i =0.
b) Jeiz, < 0, tailimx,, = —oo tada, ir tik tada, kalim % =0.
3. Jeiz, — +o0irvn e N z, < y,, taiy, — +oc.
Apibrézimas 2.19 Sekds,,), ¥, € R, apatine ir virSutine ribomis vadinami ski

i = lim inf z; = lim inf{x,,zp41,...}

n—oo k>n n— 00

s = lim supzy = lim sup{xn,Tnt1,...}
Zymima:

liminf x, =i
n—oo

limsupx, =s
n—oo

Apatine ir virSutire ribos visada egzistuoja, nes sekps= inf{z,, zn11,...} Ir s, = sup{zp, Tpni1,...} Yra
monotoniskos.
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3 Skatiy eilutes

Pavyzdziai 2.20

1. z, =(-1)" liminfz,, = —1, limsupx,, = 1.

2. ¢, = (—=1)" - n. liminf z,, = —o0, limsup z,, = +o0.
3. z, =nY" liminf z,, = 0, lim sup z,, = +o0.
4. x, = n. liminf z,, = +o0, limsup z,, = +o0.

Teiginys 2.21 Apatia ir virSutire sekos ribos yra lygios maziausiai ir didZiausiai tos sekos@algriboms

ISvada 2.22 Sekér,,) turi riba tada, ir tik tada, kdim inf z,, = lim sup x,,. Tokiu atvejulim z,, = liminf z,, =
lim sup x,,.

3 Skatiy eilutes

Apibrézimas 3.1 Skaiy eilute vadinamas reiskinys

Zan=a1+a2+"'+“n+"'7 vn a, €R

n=1

Sekos(a,,) nariai vadinami eili¢s>" > | a,, nariais.
Skatiai Sy := >V . a,, N € N vadinami eilués dalifemis sumomis.

n=1

Jeids := limy_ - Sy, tai § vadinamas eilits suma ir raSoma

S = ian
n=1

JeiS € R (t.y. suma baigtia), tai sakoma, kad eiles suma konverguoja, prieSingu atveju (kai suma begalin
arba neegzistuoja) — diverguoja
Teiginiai 3.2
1. (EiluCiy konvergavimo Kosi kriterijus)
Eilute >-°° | a,, konverguoja tada, ir tik tada, kai

n=1

M

> a

n=N+1

Ve>0 dNyeN <e kaiM > N > Ny

2. (B'utinoji eilués konvergavimo salyga)
Jei eilue >~°>° | a,, konverguoja, tair, — 0, n — oc.

n=1

3. Jeia, > 0,n € N, tai) >~ a, konverguoja tada, ir tik tada, kai jos daliniy sumy sék&) yra apezta.

Pastaba 3.3 Jei, > 0, tai eilu )~ , a,, visada turi suma — baigting arba begalinex), todel eilutei>~ >, a,,
sua, > 0 prasmingarasyfy_ > | a, < +oo, kai ji konverguoja, iy | a,, = +o0, kai ji diverguoja.

Pavyzdziai 3.4
o0 T kai|z| <1
1.230": +00 kaiz > 1
n=1 neapibezta kair < —1

2. Z(fl)” diverguoja.
n=1
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3 Skatiy eilutes

= +oo (diverguoja).

w
M8
S|

3
Il
-

< 2 (konverguoja).

IS
NE
3‘,_.

2

3
I
<

Teiginiai 3.5 (Eil&iy palyginimas)
1. Jeilan| < ¢p,n e NIir 307 ¢, < 4oo,taiy. - a, konverguoja.
2. Jei0 < d, <ap,neNIiry 2 d,=+oo,taiy - a, = +oo (diverguoja).
3. Tarkime, kadz,, > 0, b,, > 0,n € Nir Ja := lim,,_. o ‘g—: € [0, +o0.
Jeia < 4o00ir Y7 by < 400, taiy_ 7 an < +00.
Jeia > 01ir Y07 | b, = +oo, taiy oo a, = +o0.
Kitaip tariant, jeic € (0, +00), tai > >~ a, ir Y-, b, arba abi konverguoja, arba abi diverguoja.

Lema 3.6 Tarkimeg,, > a,+1 > 0,n € N. Tokiu atvejud_"", a,, < +oo tada, ir tik tada, kab_,~ | 2~ase <
—+00.

Pavyzdziai 3.7

o0
1
1.Z—p<+oo — p>1

oo

1
Z nlnnlnfInn

<400 <= p>1

Teiginys 3.8
oo
1 1 1 1
— =924 o
‘ ;n! oty ttat

Teiginys 3.9 (Eilués konvergavimo KoSi pozymis) Bet kokiai eilulel - ; a,, pazynmesimea := limsup {/|a,|.

1. Jeio < 1, tai eilug >, a, konverguoja;

2. Jeia > 1, taieilugé )" " | a, diverguoja;

3. Yratiek konverguojatiy, tiek diverguojaniy eiluciy, kuriomsa = 1.

Teiginys 3.10 (Eilués konvergavimo Dalambero pozymis) Sakykife,; a,, yra eilug sua,, # 0, n € N.

a1 L oo .
aai‘ ‘ < 1, taieilue )" " a, konverguoja;

1. Jeia := limsup

ntl .
it > 1)

2. JeidN € N “a—“‘ >1,kain > N, taieilue >, a, diverguoja (tam pakankém inf

an+l| _
] =0,

3. Yratiek konverguojatiy, tiek diverguojaniy eiluCiy, kuriomslim
Pavyzdziai 3.11

1. Z r konverguoja (Dalamberas arba KoSi).
n!

n=1
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3 Skatiy eilutes

2. +1+1g%1+ bt
23 32 2k T 3k

Pastaba KoSi poZzymis stipresnis: jei KoSi poZzymis neduoda atsakymo, tai neduos ir Dalambero.

-~ konverguoja (KoSi; Dalamberas atsakymo neduoda).

Teiginys 3.12 (Eilugs konvergavimo Abelio-Dirickl pozymis) Tarkime, kad a) eiles) > a,, daliniy sumy seka
yra apezta:
[Ap) < M, neN, M<+4oco

b)b, > b, —1>0,n €N, c)limb, = 0. Tada eilue >~ a,b, konverguoja.
Pastabos

1. Kai iSpildytos salygos b) ir c), daznai sakoma, Kgdmonotoniskai aéja | nulj (Zymimab,, | 0 arba

2. Yra prasné naudoti Si pozymj tik tada, kai, nariai jgyja skirtingus Zenklus be galo daug kartuy.
ISvada 3.13 (Leibnico teorema) Jgi | 0, n — oo, tai eilue ">, (—1)"*1b, konverguoja.

Pavyzdziai 3.14

X n
1. Z % konverguoja, kaic € [—1,1) (Dalambero pozymis, kdiz| # 1, Leibnico teorema, kai = —1,
n=1
harmonire eilug, kaiz = 1).
2 Z ﬁ konverguoja (Abelio-Dirich# pozymis)
C = In(n+1) guo POZYIMIS).
ApibréZimas 3.15 Sakoma, kad e#8lf_ -, a,, konverguoja absolitiai, jei Y~ |a,| < +oo.
Jeiy "> a, konverguoja, & -, |a,| = +o0, tai sakoma, kad eilaty_ > | a,, konverguoja reliatyviai.
Teiginys 3.16 Jei eil@ konverguoja absoldial, tai ji konverguoja.

ApibréZimas 3.17 Dviejy eiltiyy > ja,ir Y~ b, sandauga vadinama et -, c,, kuriojec,, = > a;b,—; =
aobn —+ albn_l + 4 anbo.

Teorema 3.18 (Mertenso teorema) dei= Zn 0otn €ER, B = ch:o b, € Rir bent viena i$ Siy eiléiy konver-
guoja absoligiai, tai $iy eill€iy sandaugd ">~ , ¢, konverguoja, o jos suma lygi B.

n=1

Pastaba 3.19 Abiejuy efbiy (reliatyvaus) konvergavimo nepakanka, kad teoremos tvirtinimas b uty teisingas. Pvz.,

1
Zan—an—Z - \/m

n=0

Jy sandaugos. -, ¢, hariai

7 1 _1\n—1 1
Z]_U\ﬁ+1(1) Vn—it1

71

|cn|

z+1 (nfz+1)

:2_1

—~ J(i+1)(n—i+1)

n 1
: : i+14+n—i41

i=0 2

v

"2 1
-y P N
i:0n+2 n+2

NeiSpildyta b'utina konvergavimo salyga, (-, ¢, diverguoja.
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4 Funkcijos riba ir tolydumas

ApibreZimas 3.20 Tarkime, kad duota edJt,~ , a,, ir bijekcija f : N — N. Pazynekimea, := ay(,). Tada
>, a, vadinama pradies eilues) . ° | a,, perstata.

Teorema 3.21 Jeieilaty_ > ;| a,, konverguoja absolitiai, tai absoligdiai konverguoja ir bet kuri jos perstata, kuri
be to turi ta péia suma.

Pastabos 3.22

1. Galima jrodyti ir prieSinga teorema (Rymano teorema): Yei- , a,, konverguoja reliatyviai, taVa €
R E|f Z:ozl CLf(,,L) = a.

2. Absolittiai konverguojabios eilugs turi ir kity baigtiems sumoms b'udingy savybiu, pvz.,dgi, > 0,
n,m € N, @i > 07 "% apm = oo 3% apnm. Silygybe iSlieka teisinga ir sa,,,, € R, n,m € N,
i3 021 2=t lanm| < +00.

4  Funkcijos riba ir tolydumas

Apibrezimas 4.1 Duota funkcij : E — R, a € R. Sakoma, kad funkcijg turi riba A € R taskea, ir raSoma
lim,_,, f(z) = A, jei kiekvienai sekaF \ {a} 3 z,, — a galiojaf(z,) — A.
Kiti Zymejimai:

e lim f(x)=A (kaiapibeZimo sritis era aiski i$ konteksto).

r—a, teR
o fzx) = A, x—a
e JeiE = (a,b), a < b, raSomdim, .1 f(z) = A (riba i$ deSiés) arbdim,, |, f(x) = A (i$ virSaus).
o JeiE = (b,a), b < a, raSomdim,_.,_o f(z) = A (ribai$ kaies) arbdim+,, f(z) = A (i$ ap&ios).

Pastaba Kad ap#Zimas tuety prasme, turi egzistuoti bent viena tokia sekasudaryta is aibsE \ {a} elementy
ir artejanti priea. Siuo atveju sakoma, kad taskagra ribinis aites F taskas.

Teiginys 4.2 Tarkimeg € R, A € R, f(x) : E — R. Tada Sie teiginiai ekvivalentus:
1. lim f(x) = 4;

2.¥e>0 30>0 |f(z)—Al<egkai0<|z—a|<dirzekE.

Pastaba Sis teiginys tvirtina, kad abu ribos ag#imai (“seky kalba” ir £-6-kalba”) yra ekvivalentus, kai A € R.
Pastaba Analogiski teiginiai yra teisingi, ir kaiir/arba A lyg usd-oco, imant atitinkamai ty taSky aplinkas vietoje
e-aplinky:

V taSkoA aplinkaiU(A) 3 taSkoa aplinkaV (a) tokia, kadf(z) € U(A), kaiz € V(a) \ {a}irz € E.
(Apibrezimas “aplinky kalba™).
Teiginiai 4.3
1. Funkcija viename taske gali &ir tik viena riba.
2. Sakykimef: E —R,g: E — Rirlim,_, f(r) = A€ R, 0lim,_, g(z) = B € R. Tada
a) limy o (f (z) +g(2)) = A+ B

b) lim, . (f (z)-g(z)) = A- B

. . [@) _ A
c) Jei, betoB # 0, tailim,_,, g(z) — B

d) Jeif(z) < g(x), kaiz € E\ {a},taiA < B.

3. Jeif(z) < h(z) < g(x), kaiz € E\ {a}, irlim,_, f(x) = limy_,, g(z) = A, tailim,_,, h(z) = A.

Matematires analizs konspektai 8 (© M. Gedminas, 1998 11 11 — 1999 01 10



4 Funkcijos riba ir tolydumas

4. JeiA < B, tai egzistuoja taska aplinkaU, tokia, kadf(z) < g(z) kaiz € U\ {a}, z € E.
Pavyzdziai 4.4

. sinz
1. lim
z—0 I

=1

2. lim(1+a)7 =
| . .
3. hr% sin — neegzistuoja.
xr— X

1
3 limxsin— =0
x—0 xX

Apibrezimas 4.5 Sakoma, kad funkcifa: £ — R yra tolydi taSkexy € E, jei su kiekviena sek&' > z,, — xq
turime f(x,,) — f(xo), n — oco. Sakoma, kad funkcijg : £ — R yra tolydi aileje A C F, jei ji yra tolydi
visuose aibs A taskuose.

Pastabos 4.6

1. Palygine funkcijos ribos apibzima su tolydzios funkcijos apzimu, matome, kad funkcija yra tolydi taske
xo, Kailim, ., f(x) = f(x0), I z¢ yra ribinis ailes F taskas. Jek, néra ribinis taskas, tai funkcija tame
taske visada tolydi.

2. Atsizvelgdami j 4.2 teiginj, matome, kad funkcifa: £ — R yra tolydi taSkexy € E tada ir tik tada, kai
Ve>0 30>0 |f(z)— f(zo) <e, Kai|lz—zo| <dirzeE.

Teiginiai 4.7
1. Jeif : E—Rirg: E — Ryra tolydzios taskey € I, tai funkcijos(f + ), (f9) ir Gei g(xo) # 0) (£)
yra tolydZios taske.

2. Jeifunkcijaf : F — E, yra tolydi taSkery € F, o funkcijag : E; — R yra tolydi taSkey, := f(x0), tai
funkcija(g o f)(z) := g (f (x)), z € E yra tolydi taSker.
PavyzdZiai 4.8
1. f(x) = ¢, z,c € Ryratolydi aitejeR.

I
2. f(x
I
I

z, x € R yra tolydi ailejeR.
3. T

x " x € R,n € Nyratolydi aitejeR.

)
)
)
3 f(x)

x) = apx™ + - + a1z + ag € Rz] yra tolydi aitejeR.
P

(@) (dviejy polinomy santykis) yra tolydi visuose tadkuasec R,

3" Kiekviena racionali funkcijaR(z) = o)

kuriuoseQ(z) # 0.

4. f(x) =sinz, z € R yratolydi aitejeR.

5. f(z) = cosz, z € R yra tolydi aitejeR.

6. f(x) =tanx, z € R yratolydi visuose taskuose, kuriuoss = # 0
7. f(x) =a*, 2 €R,a > 0,a # 1yratolydi aitejeR.

8. f(x) =log, z,x >0,a > 0,a # 1yratolydi aitejeRR.

9. f(x) =a% x> 0, a € Ryratolydi aitejeR.

10. ISvados:
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4 Funkcijos riba ir tolydumas

a) lim

x—0

=log, e

In(z 4+ 1)
x

log, (1 + z)
x

Atskiru atveju,lirrb =1
xr—

b) lim

(I+z)*-1 W
x—0 X
Apibrezimas 4.9 Aibe visy tolydziy funkcij : £ — R zymesimeC'(E). Galima trumpinti:C[a, b] = C(]a, b]).

Teiginys 4.10 (Bolcmano-Vejerstraso teorema apie tarpines reikSmes) Sakykime, fyhkc(da, b, f(a) = A,
f(b) =Bir A< C < BarbaB < C < A. Tadade € [a,b] f(c) = C (“tolydi funkcija jgyja visas tarpines
reikSmes”).

Teiginys 4.11 (VejerStraso teorema apie maksimalia reikSme) SakyKime;[a, b]. Tada
1. fyraapezZtaintervalga,b]: IM € RV € [a,b] |[f(z)] < M.

2. Jzq € [a,b]  f(xq) = max{f(z): x € [a,b]}
Iz € [a,b]  f(am) =min{f(z): z € [a,b]}
(Tolydi uzdarame intervale funkcija jgyja tame intervale didZiausia ir mazZiausia reikSme).

Pastaba Intervalo uzdarumas — esersalyga. Pvz.f(z) = L, z € (0,1], f € C(0, 1], bet maksimumas neegzis-
tuoja, nedim, ¢ f(z) = +oo (tiksliau, lim,, . f(£) = +00).

Kitas pavyzdys:f(x) = ﬁ z € (0,1). f(z) € C(0,1), sup f(z) = 1, inf f(z) = 1, bet neegzistuoja toks

zq € (0,1) f(zg) = 1.

Teiginys 4.12 (apie atvirkStes funkcijos tolyduma) Tarkime, : X C R — Y C R (X - intervalas) yra tolydi
bijekcija. Tada

1. Y taip pat intervalas, be tf yra monotoniska.
2. f~1:Y — X taip pat yra tolydi.
ISvada 4.13

1. Funkcijoslog,,  (z > 0,a > 0, a # 1), arcsinz (x € [—1, 1]), arccos z (z € [—1,1]), arctan z (z € R) yra
tolydzios funkcijos.

2. Visos elementarios funkcijois yra tolydzios savo egzistavimo srityse.

elementarios funkcijos — daugianariai, racionaliosios funkcijos, trigononastitrjy atvirkstires, rodyklire,
logaritmirg funkcijos, bei visos i$ ju padarytos funkcijos, naudojant aritmetinius veiksmus bei kompozicija.

egzistavimo sritis — aiy, kurioje funkcija turi prasme. ApibZimo sritis visada yra egzistavimo srities
poaibis.

Pastabaz| nera tolydi funkcija:jz| = V22 = 2 ** neegzistuoja, kai x = 0.

ApibréZimas 4.14 Funkcijf : E — R vadinama tolygiai tolydZia a#je £, jeiVe >0 35 >0 |f(y)—f(z)| <
e, kailz —y| < dirz,y € E.

Pastaba Palyginkime su tolydZios @j@F funkcijos apibezimu:Ve € E Ve >0 36 >0 |f(y) — f(z)] <e,
kai|z —y| <diry € E.

Pavyzdziai 4.15
1. f(x) = 22, = € [—a, a] yra tolygiai tolydi intervald —a, a].
2. f(z) = 22, z € R nera tolygiai tolydi.

3. f(x) = sinz?, x € R néra tolygiai tolydi.
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5 Diferencijavimas

4. f(x) =sin l, x € R néra tolygiai tolydi.
X

Teorema 4.16 (Kantoro teorema) Jeg C|a, b], tai funkcija yra tolygiai tolydi intervaléa, b).

sinx

Pavyzdys 4.17f(z) = , x € (0,1) yra tolygiai tolydi intervalg(0, 1).
T

ApibréZimas 4.18 Sakoma, kad funkcifa: £ ¢ R — R turi trukj taSkery € F, jei ji néra tolydi tame taske.
TaSkasr, € F vadinamas funkcijog pirmo tipo trukio tasku, jeif(xo — 0) := lim, ..o f(z) € Rir 3f(zo +
0) := limy_.z,+0 f(x) € R. Atskiru atveju, kaif (zo — 0) = f(zo + 0), zo vadinamas pasalinamu funkcijgs
trukio tasku. Likusiais atvejais (kai bent viena riffa;y — 0) arbaf(xo + 0) neegzistuoja arba yra begainz
vadinamas funkcijog antro tipo tr'ukio tasku.

Pastaba DaZnai patogu vadinti trukio taskais ir tagkus R, kai U, s (x¢) := U. \ {z¢} C E
Pastaba Tr ukio taskai, pana3us j funkgfjag = sin 1 z, = 0 dar vadinami osciliuojatiais.

Pavyzdziai 4.19

1. f(x) = 5121:’ xz € R\ {0}. o = 0 yra paSalinamas | tipo tr ukio taskas.

2. f(x) = arctan 1, z € R\ {0}. zo = 0 yral tipo trukio taskas.
x
3. f(x) = e,z € R\ {0}. o = 0 yra ll tipo (begalinis) tr ukio taskas.
4. f(z) =sin l, z € R\ {0}. zg = 0 yra ll tipo (osciliuojantis) tr ukio taskas.
X

Teiginys 4.20 Monotonia funkcija f : (a,b) — R neturi Il tipo trukio tasky. Jos trukio tasSkyéaira baigti@
arba skagioji.

5 Diferencijavimas

ApibréZzimas 5.1 Sakoma, kad funkcjfa I — R (I —intervalas) yra diferencijuojama tasker I, jei 3lim,,_., W €
R. Tokiu atveju pastaroji riba vadinama funkcijgsSvestine taSke ir Zymima f'(x).
Pakeite nurodyta riba riba iS deém(iS kaies), gausime deSinés (kairires) iSvestigs apibeZzima. Jos Zymimos

fa(@), 11 (@) (fi.(x), f(2)).

Jei funkcijaf yra diferencijuojama su visais € I, tai sakoma, kad funkcij@ yra diferencijuojama intervalé.

Pastaba 5.2 (GeometdnSvestires prasra) Sakykime, funkcijaf : I — R yra diferencijuojama taske. Tada
e(t) == U@ ey o0, kait — a. f(t) = f(z) + f'(2)(t —x)+ e(t)(t—x) . Atmete paskutinj

“mazas”, kait—ax
(“maza”) narj gauname tiesine funkcijdt) = f(x) + f/'(x)(t — x), t € R, kuri, kait “arti” z, jgyja reikSmes,
“artimas” f(z). Si funkcija vadinama funkcijog (z) liestine tasker. Geometriskai jos grafikas yra funkcijgs
grafiko liestire taske(z, f(x)).
Liestines kampinis koeficientasn o = f'(x).

Teiginys 5.3 Jei funkcijg diferencijuojama taske, tai ji tolydi tame taske.
Teiginys 5.4 Jei funkcijog, g yra diferencijuojamos taske € I, tai

L (f+9) () = f'(z) + 4'(2).

2. (fg)(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(z).

I P @l) - f@)g (@)
3 (g) (=) = @)

 jeig(x) # 0.
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5 Diferencijavimas

Teiginys 5.5 Jeif : (a,b) — (c,d) yra diferencijuojama tasSke € (a,b), 0g :
taskey = f(z), tai funkcuag o f yra diferencijuojama taske x {iy o f)'(z) =

— R yra diferencijuojama

(¢, d)
(@) f'().

!

g

Pavyzdziai 5.6

1.
2.
3.

10.

flz)=C,zeR. f'(z) =0
flz)=z,z€R. fl(z)=1
f(z) =22z €R. f(z) =2z
f(x)=2", 2 €R,neN. f'(x) = na" L.
f(z) =sinz,z € R. f'(x) = cosz.
f(z) =cosz,xz € R. f'(x) = —sinz.
f(z) =tanz,z € R\ {5 +mn, n € Z}. f'(z) = cos12x
f(x) =cotz,z € R\ {mn, n € Z}. f'(x) = —— 12
sin” z
flr)=a"xr€R,a>0,a#1. f'(z) =a"Ina.
Atskiru atvejuf(z) = e®, z € R. f'(z) = €®.
. f(x)=log,x,z>0,a>0,a#1. f'(z)= a:lila

Atskiru atvejuf(z) = Inz, 2z > 0. f'(z) =

. fl@)=2%2>0,a €R. f'(x) = ax® L.

Galima jsitikinti, kad Si formu teisinga, ir kaic < 0, jei x® turi prasme.
(:c%)’ = ({L/xm)’ — 8i formuk irgi teisinga, kaic € R, m € Z,n € N.

= {28 ven
1nl— x
(@) :{ st cos x;_ég .

|domu, kad ribdim,_.¢ f’(z) neegzistuoja (t.yf’ nera tolydi funkcija).

f(z)=|z|,z € R. f(0) =1, f.(0) = —

9@ | Z )@ N 9(2) o
(@) ) (5@ 1)+ 90 £ (0)).

>0
(*) =z*(lnz + 1).

Teiginys 5.7 (Atvirkstires funkcijos iSvesti@) Jei grieztai didjanti funkcija f € C(a,b) yra diferencijuojama
taskexo € (a,b) ir f(x) # 0, tai jos atvirkstie funkcija f~! yra diferencijuojama taskg, := f(zo) ir

(ffl)/ (o) = m
PavyzdZiai 5.8

1.

1
(arcsinx)’ = Vi xe(—1,1)
1
(arCCOSl’)/ = —\/17_7, T € (—1, 1)
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5 Diferencijavimas

1

2. (arctanz)’ = 527 eR.
1
(arccotx) = it cR.

Apibrézimas 5.9 TaSkas € E vadinamas funkcijog : F — R lokaliojo maksimumo tasku, jéle > 0 f(y) <
f(z), kaiy € U.(z) N E. Analogi3kai apibeZiamas lokaliojo minimumo tadkas. Sie taskai vadinami funkcijos
(lokaliniais) ekstremumo taskais.

Teiginys 5.10 (Ferma teorema) Jgj € (a,b) yra funkcijosf : [a,b] — R ekstremumo taskas #f'(z¢) € R, tai
f/(fL'()) = 0.

Teiginys 5.11 (Rolio teorema) J¢i € Cla,b] yra diferencijuojama intervaléa,b), ir f(a) = f(b), tai d¢ €
(a,0) f'(c)=0.

Teiginys 5.12 (KoSi vidutigs reikSngs teorema) Jei funkcijof g € Cla, b] yra diferencijuojamos intervalg:, b),

taidc € (a,b) (f(b) — f(a)) g'(c) = (9(b) — g(a)) f'(c).
Pastaba Jej’(z) # 0, z € (a, b), tai lygybe galima uzraSyti taip:

ISvada 5.13 (Lagranzo viduts reikSngs teorema) Jef € C|a, b] yra diferencijuojama intervalé, b), tai 3¢ €

(a,0) f(b) — f(a) = f'(c)(b—a).

Teiginys 5.14 Sakykme, funkcijayra diferencijuojama intervalg:, b). Tada
1. Jeif'(xz) 2 0, x € (a,b), tai f dideja intervalg(a,b) (ty.Va <z <y <b f(z) < f(y)).
2. Jeif'(z) <0,z € (a,b), tai f mazja intervale(a,b) (ty.Va <z <y <b f(z) = f(y)).
3. Jeif'(z) =0,z € (a,b), tai f —konstanta (t.ydc € R Vz € (a,b) f(z) = o).

Pastaba Pakeite nelygybes grieZztomis gausime grieztai monotoniskas funkcijas, bet nGaitVirkg., f (z) = 2°
grieztai dickja ailejeR, betf/(0) = 0.

Teiginys 5.15 Jef : I — R (I C R — baigtinis arba begalinis intervalas) turi apta iSvestine intervalg, tai f
yra tolygiai tolydi tame intervale.

Pastaba Sis pozymigra b utinas. Pvz,/z € (0, 1) yra tolygiai tolydi, nors neturi iSvestas taSke: = 0.

Teorema 5.16 (Lopitalio taisyk&) Tarkime, kad funkcijog ir ¢ yra diferencijuojamos intervalg:, b) (—oco < a <
b < 4o0)ir

1. lim, |, f(z) = lim,, g(z) = 0 arbalim, |, g(z) = +oo.
2. ¢'(x) £ 0, kaiz € (a,b).

3. Jim, . L8 = A€R,

Tadalim, |, {2 = A.

Pavyzdziai 5.17

1 Qg LoC0sT 1
x—0 ;[,'2 2
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5 Diferencijavimas

10

2. lim —& =0.
r—0o0 €10
. nx
3. lim — =0,a > 0.
rz—oo 2

n

e . l
PanasSiai galima jrodyti, kadim ne
r—o0 I

=0,a>0,neN.

Apibrezimas 5.18 Jei funkcijé yra diferencijuojama intervalg, ir jos iSvestire f'(z), « € I, taip pat yra diferen-
cijuojama funkcija, tai jos iSvestn( f')’(x) vadinama funkcijog antraja ivestine ir zymimg” () arbaf® (z).
Analogigkai apibeZziamos aukstesniy eiliy isvest®f”’ (z) = f®) (z), ... f™)(z) = (f»~V)(z), su salyga, kad
jos egzistuoja.

Visy funkcijy f : [a,b] — R, turinCiy visy eiliy tolydZias iSvestines iki-tosios eies imtinai aile Zymima
C™a,b] :={f(x): Vk=1,....n f*) €Cla,b]}. Beto,f € C®[a,b] <= VneN 3If" € (C[a,b].

Teorema 5.19 (Teiloro forma) Tarkime, funkcijaf € C"[xo,x] yra (n + 1) karta diferencijuojama intervale
(w0, ) (tam pakankg € C" [z, z]). Tadade € (xg, ) :

S f(k)(T) f(n+1)(c) n+1
f(x):f(-xO)_sz::l k!o(x_xo)k+m($—$o)+

=:P, (zo;x) =:hn(z0:2)

DaugianarisP,, (xo; ) vadinamas Teiloro daugianariu, o reiskings(zo; «) — Teiloro formuks liekamuoju nariu
LagranzZo pavidalu.

Pastabos 5.20
1. Formue teisinga ir intervalujz, ], kai x < .

2. Teiloro formuk leidZia “suetingos” funkcijos reikSmiy skéiavima pakeisti “paprastos” funkcijos — daugia-
nario P, (zo; ) reikSmiy skatiavimu, kaiR,, (x; z) yra “mazas” (pastaroji situacija yra tipiska).

3. Ypa daznai Si form@ naudojama, kaiy = 0:

_ = f®)(0) Fr )
f(x)’f(OHI; moo (n+1)!x+

(Makloreno formué)
4. Liekamojo nario KoSi pavidalas:

f(n+1)(5)

R, (xzo;x) = (x —&)(x — xo)"

n!
5. Kain = 2: (a0) 1(e)
F(@) = Flao) + f'(@o)(a = w0) + T (& — w0)? + * = ( — o)

Pirmi du nariai — liestigs lygtis (“geriausiai priglundanti tie¥), pirmi trys nariai — “geriausiai priglundanti

parabog” ir t.t.

Apibrézimas 5.21 RaSysiméx) = o(g(x)),z — a, jei egzistuoja tokia funkcija(z), apibezta taSka aplinkoje,
kade(z) — 0, kaiz — aq, ir f(z) = e(x)g(x) (taSkoa aplinkoje). Jeig(z) # 0 taSkoa aplinkoje, tai
flx)=0(g9(x)),x = a<= % — 0,z — a.

Pastaba Jej(z) — 0ir f(z) = o(g(x)), z — a, tai sakoma, kadf nyksta gretiau neig”, © — a.
Jeig(z) — +oo, tai sakoma, kadf auga grdiiau neig”.
Pavyzdziaiz? = o(z), z — 0
x = o(z?), r — 400
% =o(e*), x — +00
lgz = o(z%), z — 400
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5 Diferencijavimas

ISvada 5.22 (Teiloro formeélsu Peano pavidalo liekamuoju nariu) et C" [z, z], tai f(t) = P, (xo;t)+o(|z—
R, (zo;x)
[z—zo|™

xol™), x — xg, LY. — 0,7 — .

Apibrezimas 5.23 Tarkime, kad funkcijayra be galo diferencijuojama taskg aplinkoje. Funkcijosf Teiloro
eilute su centruy vadinama funkcijy eilu

0 £(n) (4
flwo) + fT(,O)(I — )"
n=1 :

Pastekkime, kad Teiloro eilus dalires sumos yra jos Teiloro daugianariaj(xo; x), todel Si eilue konverguoja
su taisz, su kuriais Teiloro formds liekamasis naryB,, (zo; ) — 0, n — oo ir tokiu atveju

) (g
f (!0)(36

n

f(@) :f($0)+z —x0)"
n=1
Pavyzdziai 5.24

1. ewzl—l—z%,xeR.
n=1 !

o0 x2n+1
2. sinz = Z(—l) Gnr) z €R.
n=0

n

oo 2
x
cost =1+ E (-1)"——,z€R.
|
— (2n)!

3. In(l+x) = Z(—l)”*l%, z € (—3,1] (i3 tiesy formué teisinga, kaic € (—1; 1], tik tai sunku jrodyti

n=1

turimomis priemomis).

. f@):{ e o0

Funkcijos Teiloro eilué tap&iai lygi nuliui.

3 3 5
smxfor”é—!f’g—l 1

R

Apibrézimas 5.25 Funkcijg : E — R vadinama iSkila (Zzemyn) intervale C E C R, jei f(ayx1 + agzs) <
O[lf(l'l) + Oézf(.’L‘Q), Su VisaiSZ'l, xo €1, ay,ag > 0,1 +ag =1.

Reikalaudami grieZtos nelyggb gauname grieZtai iSkilos (zemyn) funkcijos apiima.

Pakeite nelygybe prieSinga, gauname iSkilos aukstyn arba iSgaubtos funkcijazapior

Teiginys 5.26 Diferencijuocjama funkcija: I — R yra iSkila (Zemyn) intervald tada ir tik tada, kai jos iSvestin
/! dideja intervalel. GriezZta iSvestias didjima atitinka grieZtas funkcijos iSkilumas.

ISvada 5.27 Dukart diferencijuojama funkcifayra iSkila intervalel tada ir tik tada, kaif” > 0 intervalel. Jei
f"” > Ointervalel, tai f — grieZtai iSkila (neb utinai atvirkgi).

Pastaba AnalogiSkas tvirtinimas teisingas ir iSgaubtai funkcijai.

Apibrézimas 5.28 TaSkas € (a,b) vadinamas funkcijog : (a,b) — R perlinkio tasSku, jede > 0 toks, kadf
yra iskila intervalel_ (zo) := (x¢ — €, zo) ir iSgaubta intervalé/ " (x¢) := (zo, ro + ) arba atvirksiai.

ISvada 5.29 (15 5.26) Jeiy yra dukart diferencijuojamas funkcijos perlinkio taskas, fté{z,) = 0 (neb'utinai
atvirkXiai).
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6 Funkcijy seky ir eildgiy tolydusis konvergavimas

6 Funkciju seku ir eilGiy tolydusis konvergavimas

Apibrézimas 6.1 Sakoma, kad funkcijy se€la), n € N konverguoja j funkcijaf aibéje E, jeive € E  f,(x) —
f(x), kain — oo. Toks funkciju sekos konvergavimas vadinamas paprastu arba pataskiu ir zyfimasf,
n — oo (aibeje F).

Sakoma, kad funkcijy sekigf,,) konverguoja j funkcijaf tolygiai aibeje E, jei sup,cg | fn(x) — f(z)| — 0,
n — co. Zymimaf, = f,n — oo (aibeje E).

Pastaba 6.2f, - f <= VzxeE VYe>0 3INeN |fu(z)— f(x)] <e kain>N
fa=2f <= Ve>0 3INeN |folz) - flx)] <e kain>N
Skirtumas — tolygaus konvergavimo atvéjupriklauso tik nuce ir nepriklauso nua.

Pavyzdziai 6.3

L fo@) = 2™z € [0.1]. f() :{ 0 zel01)

Funkcijy seka konverguoja pataskiui.
2. fo(z) =2" — 2", 2 €]0,1]. f(x) =0.
Funkcijy seka konverguoja tolygiai.
3. fulz) =2™ —2?", 2 € [0,1]. f(z) =0.

Funkcijy seka konverguoja pataskiui.

Pastaba 6.4 Funkcijomg ¢ : E — R pazynekimed(f,g) = dg(f,9) := sup,cg|f(z) — g(z)|. Funkcijad
pasizymi Siomis savydmis:

1. d(f,g) = d(g. f)-

2. d(f,g) 20,betod(f,9) =0 <= f[f=g.

3. d(f,g9) <d(f,h)+d(h,g), h: E — R (Trikampio nelygyle).

Pastebime, kad,, = f aibeje F < d(f,, f) — 0,n — oo.
Funkcijad vadinama tolygaus konvergavimo metrika (atstumu). Kartais — supremumo metrika.

Teiginys 6.5 (Funkciju sekos tolygaus konvergavimo KoSi kriterijus) Funkcijy §£Kekonverguoja tolygiai (j kokia
nors funkcijaf) aibeje E tada ir tik tada, kai

Ve >0 3INeN d(fn, fm)=sup|fn(z) — fi(z)| <& kaim,n > N
reE

Apibrézimas 6.6 Sakoma, kad funkcijy e#uf" -, f, konverguoja tolygiai aije E, jei jos daliniy sumy seka
Sn =Y r_; fx, n € N konverguoja tolygiai aieje E | kokia nors funkcijaf. Tokiu atveju raSomg = Y >° | f,
tolygiai aikeje E (arbaf = Y. | f, tolygiai pagalz € E).

Teiginys 6.7 (Funkcijy eilGiy tolygaus konvergavimo VejerStraso pozymis) J&i(z)| < ¢p, x € E, n € Nir
Yoo | en < 400, tai funkceijy eilug >, f,, konverguoja tolygiai aigje E.

Teorema 6.8 (Teorema apie riby sukeitima) Tarkime, kadz f aibéje £ ir Vn € N 3A,, = lim;_,, f(¢t) €
R,t € E. Tadadlim;_,, f(t) = lim, .- A, € R. Kitaip tariant,

lim lim f,(¢) = lim lim f,(¢)

t—x n—oo n—oo t—x

Pastaba Be tolygaus konvergavimo toks riby sukeitimas ne visada teisingas,Pvz+ 2",z € E = (0, 1):

ISvada 6.9 Jef,, € C(E),n € Nir f,, = f aibeje F, tai f taip pat tolydi.
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6 Funkcijy seky ir eildgiy tolydusis konvergavimas

Pastaba Funkciju sekos tolydus konvergavimas yra esminis:

fn(x)x",xGE[OalLfn(x)Hf(x){ (1) ii[f’l) '

Teorema 6.10 (Dinio lema) Tarkime, kad funkcijy sélfa € Cfa, b]) kiekvienam taSke monotoniSkai &ja prie
funkcijos f € C|a, b]. Tadaf,, konverguoja tolygiai.

Pastaba Monotoniskumas yra esminis. PYiz(z) = 2" — 2?7, z € [0, 1], f,, — 0 (pataskiui).

Teorema 6.11 (VejerStraso teorema apie tolydziy funkcijy aproksimacija daugianariais) Bet
kokiai funkcijai f € Cfa, b] galima rasti daugianariy sek&,, ), konverguojabia j f tolygiai intervale[a, b].
Lema 6.12 Egzistuoja daugianariy s€ka, : n € N,k : 0,1,...,n), pasizyminti Siomis savydmis:

1'Vpnk(x);> 0,z E[Ovly

2.VneN ank(aj) =1
k=0
k

n 2
3. ¢, := max < - 1‘) Pnk(x) — 0,0 — 0.
n

0

ApibréZimas 6.13 Funkcijy eilaty" 7 ¢, (z — a)™ vadinama laipsnine eilute su centru tagk&ia c,, vadinami
laipsnires eilugés koeficientais.

Teiginys 6.14 Sakykime;,,n = 0,1, ... — laipsnires eilués koeficientai. Pazyekime

1
R:= € [0, +o0].

limsup,, o V/|cnl

Tada

1. Laipsnire eilug konverguoja absolbiai, kaiz € (¢ — R,a + R) (t.y. |z — a| < R) ir diverguoja, kai
z ¢ la— R,a+ R] (ty. |z —a| > R).

2. JeidR = lim,_ oo

— ‘ taiR =R
Cn+41
R vadinamas laipsnés eilués konvergavimo spinduliu, o intervalas— R, a + R) — konvergavimo intervalu.

Teiginys 6.15 Tarkime, turime laipsning eillf¢ >, ¢,,(z — a)™ su konvergavimo spindulii. TadavR < R §i
laipsnire eilué konverguoja tolygiai intervale — R, a + R].

ISvada 6.16 Laipsnis eilues suma — tolydi funkcija laipsrés eilués konvergavimo interval@ — R, a + R).
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